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法国作家、昆虫学家 Jean-Henri Casimir Fabre 说过：如果科学肯放下架子让 
孩子们也感到亲切，如果我们的大学军营考虑在死书本之外再增设活的野外学习， 
如果官僚们颇有好感的教学大纲套索不把有志者的首创精神扼杀干净，那么，自然 
史就能将不知多少美好善良的东西印在孩子们的心灵中！ 

在二十多年的大学教学中，我发现如果在本科阶段学习泛函分析的时候，学生 
只看教材，不阅读其他相关书籍和学术论文，就会限制他们对所学学科的了解，使 
其无法深刻理解该学科的重要思想和基本概念，从而可能会使学生在开展数学研究 
的时候碰到困难，也会降低他们的研究兴趣. 

如何编写一些大学阶段可以用来扩展阅读的课外书是我长期思考的问题.泛函 
分析是一门比较重要的课程，它与数学分析、抽象代数和点集拓扑学有着密切的关 
系，在概率论和微分方程等学科有着重要的应用，因此，一直很想写一本泛函分析 
的课外读物. 

我的研究兴趣是泛函分析中的 Banach 空间理论，因此，我比较熟悉 Banach 空 
间的基本理论. Banach 空间的凸性理论具有非常好的几何直观意义，只要读过本科 
阶段的泛函分析就可以阅读和理解，甚至可以开展一些 Banach 空间理论的研究. 

Banach 空间的严格凸是 Clarkson 在1936年开始研究的，至今已经有八十年 
了.凸性具有非常好的几何直观性，因此引起了很多数学家的兴趣，几十年来，已经 
有几千篇关于凸性的论文发表.严格凸利用 Banach 空间的闭单位球的端点来讨论 
空间的几何性质，非常容易理解，它在逼近论、不动点理论和最优化等都有广泛的 
应用.本书主要收集和讨论了 Banach 空间的重要凸性，一致凸空间是很强的凸性， 
它有很多推广，如局部一致凸和中点局部一致凸等.而光滑性，作为凸性的对偶性 
质，得到了深入的研究.另一方面，光滑性与范数的可微性有着密切的联系.因此， 
它们的性质也得到了仔细的研究.另外，凸性很差的空间，它们具有比较奇怪的性 
质，会导致 Banach 空间的性质和结构有些特殊的性质，因此，凸性较差的平空间等 
性质也得到了细致的讨论.范数的可微性很差的 Banach 空间，引起很多数学家的 
注意，他们利用粗范数和强粗范数的概念研究了这些空间的性质. 

本书虽然是一本关于凸性的专著，但它是作为一本课外读物来写作的，为了方 
便读者阅读，对于一些比较难的证明，没有给出详细的步骤.主要是讲清楚一些比 
较容易的证明，让读者能够毫无困难地理解和掌握凸性比较简单的证明技巧，为开 
展研究打好基础. 



在本书中，没有特别说明的赋范空间和 Banach 空间一般都是实的赋范空间和 
Banach 空间，有些定义或者定理中的 Banach 空间有时并不需要完备的条件，只是 
尊重原来引入这些概念和定理的论文的写作习惯. 

我要向帮助过我的学生表示衷心的感谢，陈炯阳、张纪元等对本书的改进和校 
对做了很多的工作.何炳等在校对时提出了很多很好的意见.本书正是在他们的帮 
助下不断修改和完善的结果. 


黎永锦 

2016年6月于中山大学 
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第 1 章端点与严格凸 


大学乃是为了两个目的而存在：一方面，为某些职业训练人才，另一方面，从事 
与眼前用途无关的学术研究. 

Bertrand Russell (1872-1970, 英国哲学家、数学家) 

赋范空间的严格凸是 Clarkson 在1936年引入的 Krein 和 Shmulyan 分别 
在1938年和1939年也讨论了严格凸性. Clarkson 开创了从 Banach 空间单位球的 
几何结构来研究 Banach 空间性质的方法.凸性具有非常鲜明的几何直观意义，因 
此凸性理论得到了深入的研究.为了证明的简单明了，在本章中，没有特别说明的 
赋范空间都是指实赋范空间. 


1.1 凸集与端点 

凸集是线性空间的重要概念，凸集具有很好的几何性质.实数 i ? 中的闭区间 
&叫和 i ? 2 中的圆以及丑 3 中的球都是凸集. 

1.1.1 凸集的定义和性质 

如果一个集合里面的任意两个点的连线都一定在该集合里面，那么该集合就是 
凸集. 

定义 1.1.1 设 (7 为实线性空间 X 的子集，若对于任意的 Ay e C 和 A e 
[0,1], 都有 Ax + (1 — 入)2/ € C , 则称 C 为凸集 (convex set ). 

若 C 为实线性空间 X 的子集，并对于任意的 x,y e C , 都有¥ e (7,则 

称 C 为中点凸集 （midpoint convex set ). 中点凸集不一定是凸集，如在实数空间 
中取 (7 = r e [0,1] I a : 是有理 数}， 则容易知道 C 是中点凸集，但对于任意无理数 
A € (0, l),x = 0 ,y = l Ax + (1 - X ) y 不属于 C , 因此 C 不是凸集.不过，不难 
证明，若 X 是赋范空间， C 是闭集，则 C 是中点凸集当且仅当 C 是凸集.实际上 

n 

对于任意 x,y 6 C,X e [0,1], 存在形如 A „ = [ cj - i 的有理数（这里 Ci 为0或 

1=1 

1), 使得 A „ — A , 由 C 是中点凸集可知+ (1 - X n )y e 再由 C 7 是闭集可知 
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Aa ; + (1 - X)y e (7, 所以 （7 是凸集. 

凸集有下面的一些等价 条件： 

性质 1.1.1 设 C 为线性空间 X 的子集，则下列条件 等价： 

(1) C 是凸集. 

n n 

(2) 对于任意的 A eC 和 Ai e [0, i],^Ai = l , 都有 ea 

i=l i=l 

n / n \ 

(3) 对于任意的 A ; e [0, +00)， 都有 ^ Af = 芝] A ; C . 

i=l \i=l ) 

性质 1.1.2 任意多个凸集的交集是凸集. 

性质 1.1.3 若 Q 和 C 2 为线性空间 X 的凸集，则 Cj + C 2 也是凸集. 

定义 1.1.2 设 C 为实线性空间 X 的子集，称包含 <7的最小凸集为 （7 的凸 
包 （convex hull ) ,记为 co (7. 

容易知道， (7 为凸集当且仅当 C = coC . 

1.1.2 Banach 空间中的凸集和端点 

在 Banach 空间中，凸集有着鲜明的几何特征和重要的性质. 

定理 1.1.1 若 (7 是 Banach 空间 X 的紧集，则 C 的凸包 co C 也是紧集. 
定理 1.1.2 ( Banach-Mazur 定理）若 C 1 是 Banach 空间 X 的凸集，则 （7 是 
弱闭的充要条件为 C 是范数闭的. 

定理 1.1.3 (Mazur 定理）若 （7 是 Banach 空间 X 的紧集，则 （7 的闭凸包 
55(7 也是紧集. 

端点是 Minkowski 引进的，他证明了如果 C 是 i ? 3 的紧凸子集，则 (7 的每个 
点 z 都可以写成 C 的端点的凸组合这里 a 都是 C 的端点1 25 1. 

i=l 

定义 1.1.3 设 C 1 为线性空间 X 的凸子集， xeC , 若不存在 y , zeC , y ^ z , 
使得 x = y ~^ Z ^ 则称 z 为 C 1 的端点 （extreme point ), C 的端点全体记为 ext (7. 

例 1.1.1 线性空间 i ? 2 在范数 || a :|| = hi + M 下，闭单位 球为办 2 = 
{( xi , x 2 ) | | xi | + | x 2 | < 1}, (1,0), (-1,0), (0,1) ^ (0,-1) 都是闭单位球 的端 
点，并且它的端点的闭凸包就是闭单位球 B 矽 . 

记知为赋范空间 X 的单位球面， B x 为 X 的单位闭球.对于 Banach 空间 
闭单位球的端点，容易得到它的一些刻画. 




1.1 凸集与端点 


. 3 . 


定理 1.1.4 设 X 是 Banach 空间， a : e •，则 a : 是5义的端点的充要条件为 
对任意的 || y || = 1，满足 ||x + y || = 2和 ||2 a : — y || = 1 时，一定有 x = y . 

证明 若 x 是闭单位球的端点，则对任意满足|卜+ 2 /|| = 2和 ||2 x - y || = l 

的 IMI = 1，有 a ； = " + ( 2 二 ~,因此有 2 / = 2 ;c - y , 所以 a ; = y . 

反过来，若单位球面上的点 | W | = 1,对任意的 || y || = 1，满足 " a ： + y || = 2和 
\\2 x - y || = 1时，一定有 x = y . 如果存在 xi , x 2 e B x 使得 a ； = ^ ^ 2 ,则记 

2/ =町时，有 par - y || = ||奶|| = 1. 对于 W = 1，存在 / e X *，||/|| = 1,满足 
/( x ) = 1,因此 f ( x ) = /( xi ) = 1，故 || a : + xi || = ||x + 2 /|| = 2, 因此 x = y , 从而 
x = x \ = X2 , 所以 a ； 是闭单位球面 S _ v 的端点 . ■ 

从上面的证明可以看出，下面的结论也是成立的. 

定理 1.1.5 设 X 是 Banach 空间， a : e 知，则 x 先 B x 的端点的充要条件为 
对任意的 IMI < 1,满足 ||2 a ; - y || = 1时，一定有 x = y . 

容易知道，下面也是单位球面上的点 xeS x 是闭单位球 S X 的端点的充要 
条件 ■ 

定理 1.1.6 设 X 是 Banach 空间 ，: c e 知，则 x 支 B x 的端点的充要条件为 
对任意的 Ill/ll < 1，满足 || a : + 3/11 = 1 和 ||x - y || = 1 时，一定有 y = 0. 

可以证明，对于任意的有限维赋范空间 X ，有下面结论成立. 

定理 1.1.7 设 C 为有限维赋范空间 X 的闭凸集，则 C 一定有端点，并且 C 
是它的端点的闭凸包 (closure of the convex hull ), 即 C 1 = 55 (ext C ). 

对于局部凸空间，有下面结论成立 [ 16 1. 

定理 1.1.8 ( Krein-Milman 定理）设 C 1 为局部凸空间 X 的紧凸集，则 C 是 
它的端点的闭凸包. 

为了证明该定理，可先回顾面 ( face ) 的定义.设 C 是实线性空间 X 的凸集 ， F 
是 C 的子集，若 a:，y e (7, A e (0, 1)，并且 Ax + (1 - X)y e F 时，一定有 x , y e 尸，贝 lj 
称 F 是一个面.容易知道， C 的端点就是只含有一个点的面. 

证明 （1) 先证明 （7 —定有端点 • 

由于 C 的端点就是只含有一个点的面，故要寻找极大面.设 r 为 (7 的真的面 
全体，并且 定义： 当巧 g 巧时，有巧 > 朽，则 r 是偏序集.容易知道，对于线形链 

{ F a } aer , 它一定有上界 F a . 因此由 Zorn 引理，存在极大面巧.假设凡是一 

ael 

个极大面 ，但风 包含两个不同的点 z 和 2/. 由于 X 是局部凸空间，故存在线性连 
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续泛函/，使得/ ㈤ # f ( y ). 既然 (7 是紧集，因此 A = { a : e C | /⑷= sup f ( z )} 

zee 

非空.因此容易验证朽是 C 的一个面，并且 z 和 y 不可能同时在巧中，但这与 
F 0 是极大面矛盾，因而凡只能包含一个点; To , 所以 zo 是 C 的端点. 

(2) 下面再证明 C = co (ext C ). 

假设 M (ext C ) 与 C 不相等，则存在 a：o e (7, 并且; c。G C\co (ext C ). 

由于 55 (ext CO 是闭凸集，故由分离定理，存在/ e X *,使得 

/( a ： o ) > sup f { y ). 

yGeo (ext C) 

令 i 7 = {x G C I / Or ) = sup /( y )}, 则由于 _ F 是一个紧凸集，故 F 有端点 yo , 并且 

由 F 是 C 的一个面容易证明 2/o € ext C . 但 Fflco (ext C ) = 0, 矛盾.所以，一 
定有 C = co (ext C ) 成立. ■ 

由上面定理，若 X 是自反的 Banach 空间，是义的闭单位球，则是弱 
紧的，从而=面 （ext Bx ). 但对于一般的 Banach 空间 X， Bx =而 （ext Bx ) 
不一定成立. 

定义 1.1.4 若 Banach 空间 X 的任意非空有界闭凸集 C 都一定有端点，则 
称 Banach 空间 X 具有 Krein-Milman 性质 ( Krein-Milman property ). 

容易知道，自反的 Banach 空间具有 Krein - Milman 性质. co 和 L 都不具有 
Krein-Milman 性质 . Lindenstrauss 在 1966年证明了 Banach 空间 X 具有 Krein - 
Milman 性质当且仅当 X 的任意非空有界闭凸集 C 都是它的端点的闭凸包，他还 
证明了〖 1 具有 Krein - Milman 性质 [17 1 

1.1.3 常见的 Banach 空间闭单位球的端点 

比较令人感兴趣的是 Banach 空间的闭单位球是否有端点，对于古典的 Banach 
空间，它的闭单位球是否有端点是很容易知道的. 

例 1.1.2 Co = {( xi ) \ Xi e R , lim Xi = 0} 在范数 ||: r || = sup |而| 下是 Banach 
空间，它的闭单位球没有端点. ^°° 

例 1.1.3 Zoo = {( Xi ) I Xi e i ?, sup | xt | < oo } 在范数 || a :|| = sup \ xi \ 下是 
Banach 空间 ， x e 是它的闭单位球的端点充要条件为对所有的都有|^| = 1. 

oo oo 

例 1.1.4 h = {( Xi ) I Xi e R , ^2 \ xi \ < oo }, 在范数 || x || = ^2 l x »l 下是 

t=l i=l 

Banach 空间 ， x e h 是它的闭单位球的端点充要条件为存在某个 i ， 使得|^| = 1. 
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例 1.1.5 C 7[0, l ] 为 [0,1] 上的连续函数全体，在范数 W = sup I ® ⑷ | 下是 

t6[0,l] 

Banach 空间 ，: r e C [0,1] 是它的闭单位球的端点充要条件为对于任意 f e [0,1]，都 
有 | x (<)| = 1. 

1.1.4 闭单位球的端点个数 

问题 1.1.1 一个 Banach 空间，它的闭单位球最少有多少个端点呢？ 

容易证明， c Q 的闭单位球没有端点. 

问题 1.1.2 一个有限维 Banach 空间，它的闭单位球有多少个端点呢？ 

容易知道，在只 2 中，对于= ( x u x 2 ), 可以定义不同的范数 ，如： 

|| a：||i = | xi | + | z 2 |, 

|| a：||2 = max {| xi |, | a ： 2 |}, 

则对于这两个范数， i ? 2 的闭单位球都有四个不同的端点. 

命题 1.1.1 R 2 在任意范数下，闭单位球都至少有四个不同的端点. 

证明由于 i ? 2 的闭单位球是紧集，故一定含有端点. 设: TO 是 E 2 闭单位球 
的一个端点，则-勒也一定是/? 2 的闭单位球的一个端点.假设 fl 2 的闭单位球只 
有两个端点.由= 55 (ext B R 2 ) 可知，对于任意的 y € B R 2 , 存在 An e [0, 1], 使 
得 X n x 0 + (1 - A n )(- a ； o ) 收敛到 J /， 因而存在 A ， 使得 2 / = ko , 但这与 i ? 2 是二维线 
性空间矛盾，从而丑 2 的闭单位球不止只有两个端点，所以 i ? 2 在任意范数下，它的 
闭单位球都至少有四个不同的端点 .■ 


设 X 是线性空间， C 是 X 的子集，如果对于任意 xe X ,都存在 A Q > 0,使 
得对所有的 | A | < A q ， 都有 Aa ; e (7,则称 (7 是吸 收集； 如果对所有的 | A | < 1，都有 
XCCC , 则称 C 是均衡的. 

若 (7 是久中的吸收集， p ( x ) = inf {A > 0 I a ; e AC } 就称为 C 的 Minkowski 
泛函. 

若 C 是吸收均衡凸集，并且对于任意 x ^ O , 一定存在 A > 0,使得 Aa : 不属于 
C , 则不难证明 C 的 Minkowski 泛函是 X 的一个范数. 

命题 1.1.2 对于任意的 n ， 存在等价范数 || • || i ， 使得 R 2 在该范数下，闭单 
位球有 2" 个不同的端点. 

证明取 C 为中心在原点的闭正 2" 边形，则 C 的 Minkowski 泛函是 i ? 2 的 
一个等价范数 MU ， 容易知道在该范数下，它的闭单位球就是 C ， 并且有 2" 个 
端点 • _ 
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命题 1.1.3 对于任意的 n ， 存在等价范数 || • ||„，使得 co 在该范数下，闭单位 

球有 2 n 个不同的端点. 

证明 只需定义 || x|| n = | xi | + \ X2 \ + • • • + \ x n \ + sup {| x ,| \ i > n }, 则它的闭 
单位球 A x , | Hk ) 有 2 n 个端点.明显地，这些端 点为 ; r = (^)，有某个 i 彡 n 使得 
| a ； i | = 1,并且 Xi = 0 对其他的 i 都成立 . _ 

无穷维的自反 Banach 空间 X 的闭单位球一定有不可数个端点. Lindenstrauss 
和 Phelps 在 1968 年证明了下面的结果1 19 1. 

定理 1.1.9 (Lindenstrauss-Phelps 定理） 若 X 是无穷维的自反 Banach 空间， 
则 X 的闭单位球的端点 ext —定是不可数的. 

证明 反证法.假设的端点是可数的，则存在可数个“ e Sx , 使得 
ext Bx = {x n }. 对于每个 n, 令 

F n = {feX* I ||/|Ki,|/(o： n )| = ll/ll}. 

由于 X* 的范数是下半连续的，故是弱闭的.由 X 是自反 Banach 空间和 

oo 

Krein-Milman 定理可知 X* 的闭单位球是弱紧的.并且由 

n=l 

Baire 纲定理可知最少有一个含有相对的弱拓扑下的内点.不失一般性， 
可设其为朽.取朽的弱拓扑下的内点/ 0 ,不失一般性，可以假设||/ 0 || < 1,则存 
在 yuV 2,--- , y n ex , 使得对于任意的满足 

ll/ll ^ 1, l(/-/o)(3/i)| <1, i = l，2，...，n 

的/,都有 /eiV 

令 AT = {/ e X * I f( yi ) = fo(yi),i = 1，2,…， n , 并且 f{ Xl ) = /。 ㈤ }.既然 
X 是无穷维的，因此 /o G iV ，_/ V 是； 1 T 的弱闭仿射子空间，并且它在 X * 中具有有 
限补维，故存在 g € N, H^ll = 1. 由于 g e N, 故 g & Fi. 因此 1 = = | 5 ( a ； i )| = 

|/ 0 ( X !)| = H / oll , 矛盾，由反证法原理可知定理成立 .■ 

根据上面的结论，考虑下面问题是自然的. 

问题 1.1.3 若 X 是无穷维的 Banach 空间， X 的闭单位球 的端 A ext B x 
是不可数的，那么 Banach 空间 X —定是自反的吗？ 

例 1.1.6 对于 L 的闭单位球有不可数个端点，但它不是自反的. 

闭单位球有不可数个端点与 Banach 空间 X 的单位球面上的每个点 
都是端点是否还有差异？ 

问题 1.1.4 若 X 是无穷维的 Banach 空间， X 的闭单位球 的端 A ext B x 
是不可数的，那么 Banach 空间 X 的单位球面上的每个点都一定是端点吗？ 
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例 1.1.7 对于 1 < p < OO, l p = {(Xi) I Xi G R, |$i| P < oo } 在范数 ||x|| = 

i=l 

(y | a ： i | p ) 下是 一 个自反的 Banach 空间，若定义范数 llcclli = max (3|| a ； i ||, || x ||), 
则 


W < Ml < 3|| x ||. 

故 HI 与 ll - lli 等价，并且容易知道 j 不是它的闭单位球的 

端点，但它的闭单位球有不可数个端点. 

推论 1.1.1 ( Lindenstrauss - Phelps 定理） 若 X 是无穷维的自反 Banach 空间, 
C 先 X 的有界闭凸集，并且 <7有内点，则 C 7 的端点一定是不可数的. 

有趣的是，若凸集 C 的端点是可数的，则还有下面的结论成立 I 19 】. 

定理 1.1.10 若 C 是局部凸空间 X 的紧凸集，并且 （7 的端点是可数的，则 
C 是可度量化的. 

1.1.5 不同范数下闭单位球的端点个数不同 

实际上，容易理解，对于线性空间 X 的不同范数，它的闭单位球的端点个数是 
不同的.如丑 2 在范数= 1^1 + |: c 2 | 下，它的闭单位球只有四个不同的端点. 
在范数 IM | 2 = ( Ini 2 + | a : 2 | 2 ) i 下，它的闭单位球有无穷多个端点. 

定理 1.1.11 若 Banach 空间 X 具有 Krein-Milman 性质，则对 X 的任意等 
价范数 || - || i , 其闭单位球—定有端点. 

明显地，这是由于对于 X 的任意等价范数 || • || i ， 其闭单位球一定是 
( X , 11-11) 的闭凸集，所以它一定有端点. 

对于一般的实 Banach 空间 X ，我们有如下的结论成立，该结果和证明技巧来 
源于 [21]. 

定理 1.1.12 若 X 是实 Banach 空间，则存在； C 的等价范数|| ■ 使得闭 
单位球 Sdliu —定有端点 • 

证明 若 X 是有限维的实 Banach 空间，则它的闭单位球是紧的，因此一定 
有端点. 

若 X 的维数是无限的，则一定存在 ; co e X ，|| o ： o || = 1,根据 Hahn - Banach 定 
理，存在 / 0 € X *, ||/ 0 || = 1，使得 fo ( xo ) = 1•令 M = {z | f 0 ( x ) = 0}, 则对于任意 
x e X , 存在 y e M ,\ e R , 使得 X = y + Xxo , 并且表示是唯一的. 

定义 bill = IMI + | A |, 则 || • lli 是 X 的一个等价范数.(实际上，由于 IMI = 
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|| y + Axo || ^ || y || + || Ax 0 || = Mi , 故 ll.lh 比范数 HI 要强.另外，若 依范数 HI 收 
敛于 W ( D ， 则 = y n -}- X u Xq 收敛到 Wo = 2/0 + AoXo - 从而 fo(U n ) = foi.Vn') foi.^o') 
收敛到 fo { uo ) = fo { yo ) + ^ ofo ( xo ), 故 A „ — A 0 . 因此 — 如.因而依范数 
|| - || i 收敛到％，所以，范数 Hli 与范数 HI 等价 .） 

容易证明， ; r 0 是闭单位球 B ( x ,||-|| a ) 的端点 .■ 

由上面两个定理可知，一个凸性较好的 Banach 空间，可以对于任意等价范数, 
它的闭单位球都有端点.不过，凸性再差的实 Banach 空间，也不可能对于所有的等 
价范数，它的闭单位球都没有端点. 

例 1.1.8 co 在范数||圳 = sup |々|下，它的闭单位球没有端点，若定义 |MU = 
| xi | + sup {| xi | I i > 1}，则 a : 0 = (1，0,…，0,…）是 （ Co , II . Ill ) 的闭单位球的端点. 

下面的问题可能是有意义的. 

问题 1.1.5 若义是不含 co 的 Banach 空间，则 X 的任意等价范数 || . I ，其 
闭单位球—定有端点吗？ 

1.1.6 线性算子对端点的保持问题 

如果 X 和 y 都是 Banach 空间， T 是 X 到 F 的线性有界算子， C 是 X 的有 
界闭凸集，那么当 : r 是 C 的端点时， Ta ; 是否一定是 T { C ) 的端点呢？ Wu Congxin 
和 Li Yongjin 考虑了这个问题 [ 33 1. 

引理 1.1.1 设 （7 是 Banach 空间 X 的有界闭凸集 ，: T 是 X 到 Banach 空间 
Y 的线性有界算子，则对于 T { C ) 的端点 y , x e T -\ y ) 并且: c e ext C 的充要条 
件是 a ; e ext ( T _1 (?/) flC )- 

证明 若 z G ext ( T _1 ( t /) (^|(7),^1,^2 £ C,x = ^ , 则 y = Tx = 

Txi + Tx 2 既然 y 是 T [ c ) 的端点，因而 rz = rA = Tx 2 , 因此 Xl , x 2 € 

T ~ 1 ( y ) f ] C , 由 a : G ext ( T _1 ( y ) f ] C ) 可知 a : = a；i = 工 2 ,故 a ; e ext (7. 

反过来，若 ; c € ext C 1 , 则明显地 a : € ext ( T ~ 1 ( y ) H C ) 成立. _ 

定理 1.1.13 设 C 是 Banach 空间 X 的有界闭凸集， X 具有 Krein-Milman 
性质， 7 1 是 X 到 Banach 空间卩的线性有界算子，则对于 T { C ) 的任意端点 2 /， 都 
存在; r e ext C 1 ， 使得 Tx = y . 

证明 对于任意的 y e ext T ( C ), 由于 T 是线性有界算子，故是 
有界闭凸集.由 AT 具有 Krein - Milman 性质可知存在 : c e ext ( T ~ 1 ( y ) P ) C ). 根据 
上面引理可得 x e ext C , 并且明显地满足 Tx = y.m 

从上面定理的证明可以看出，如果 C 是 Banach 空间 X 的紧凸集，了是 X 
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到 Banach 空间 F 的线性有界算子，则 T ~\ y )^ C 也是紧凸集，因此存在 : r e 
ext T - 1 { y ) f ] C , 所以下面结论成立. 

推论 1.1.2 设 C 是 Banach 空间 X 的紧凸集，: T 是 X 到 Banach 空间 y 的 
线性有界算子，则对于 T ( C ) 的任意端点 y ， 都存在 ; r e ext 使得 Tx = y _ 

进一步，还有下面的结论成立. 

定理 1.1.14 设 C 是 Banach 空间 X 的紧凸集， T 是 X 到 Banach 空间 F 
的线性有界算子，则存在 a ; € ext C 1 ， 使得 e ext T ( C ). 

设 T : X — y 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 F 的线性有界算子，若 
T * (ext Sy ) Q ext Sx -, 则称了是好算子 (nice operator ). 容易验证好算子一定是 
端算子. Sharir 在1973年问讨论了好算子的性质. 

1.1.7 线性算子空间的端点 

Milman 在1948年考虑了线性连续算子空间的端点问题 @1. 

定义 1.1.5 设 X 和 F 都是 Banach 空间， B L ( X < Y ) 为 X 到 F 的线性连续 
算子空间的闭单位球，则 B l ^ x , y ) 的端点称为端算子 （extreme operator ). 

定理 1.1.15 设 X 和 y 都是 Banach 空间，若7 1 是 X 到 Y 的线性等距同 
构，则 T 是端算子. 

证明定义 r 的共轭算子为 T * -. Y * ^ X *, T*f ㈠ /。 r ， 则： T * 为 P 到 
X * 的线性等距同构，因此它将 ext By - 映为 ext B x ,. 若 T = 这里 U,V e 

B L{XtY) ), 则对任意的 / 6 ext 办.，有: T / e ext B x ., 并且 T */ = Ell ± Xll i 因 

lit T*f = U*f = F */， 故 f ( Tx ) = f ( Ux ) = f ( Vx ) 对任意 : c € X 和 f e ext By 
成立.由 Krein - Milman 定理可知 f{Ux - Vx ) = Q 对任意 / e 执-成立，因此 
Ux = Vx 对任意 a : e X 成立，因而 i 7 = K ， 所以 r 是端算子. ■ 

反过来，如果 T 是算子空间的端算子，那么它是不是线性等距同构呢？ Lindens - 
trauss 等得到了部分结果 [ 2 G 1. 

定理 1.1.16 设 X 是 n 維 Euclid 空间，若 r e ext ，则7 1 —定是线 

性等距同构. 

1.1.8 非线性泛函空间的端点 

对度量空间和赋范空间上的非线性泛函全体形成的赋范空间的闭单位球的端 
点的研究也开始很久了. 
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设/是度量空间 ( X , d ) 到实数 i ? 的泛函，若存在常数 L ， 使得对于任意 H 
都有 |/( x )- f ( y )\ < Ld ( x , y ), 则称函数/ ㈤ 是 Lipschitz 函数.设0 e X 是包含至 
少两个不同点的度量空间 ( X , d ) 任意一个选定的点，用 X # 记所有从 X 到 i ? 满足 
/⑼= 0和 

||/|| = sup | l’(t 二 ⑼ I \ x,y & X,x <oo 

的实值 Lipschitz 函数全体.换句话说，为所有定义在 X 上，在零点取值为0的 
实值 Lipschitz 函数全体.由于端点的刻画在研究 Banach 空间几何理论和它的应 
用时非常重要，故 S . Rolewicz 在1986年给出了 [0, 1] 上实值 Lipschitz 函数空间的 
端点的刻画 @1. 

定理 1.1.17 若/ e [0, i ]«, II/II = 1,则/是 [0,1]# 的闭单位球的端点的充要 
条件为 | f ( x )| = 1在[0, 1] 上几乎处处成立. 

Farmer 在1994年给出了度量空间 X 上实值 Lipschitz 函数空间的端点的 

刻画 

定理 1.1.18 设 X 是度量空间，若 / eX % ||/|| = 1,则/是义》的闭单位球 
的端点的充要条件为 4 ,y = 这里 

£ f xx = inf { £ I 存在 {x = 吻，:^， ... , x n = y } 

n 

Q X ，使得对 q ^ £, d ( Xi - i , Xi ) ^ |/( Xi _ i ) - f { Xi )\}. 

t=l 

Smarzewski 在 1997 年给出了度量空间 X 上实值 Lipschitz 函数空间的端点的一 
个新的刻画，并证明了对于赋范空间 X ，有 ext B x « n^=ext B x J 2S l 

1.2 严格凸与光滑 


1.2.1 严格凸的定义 

严格凸的几何意义就是单位球面上任意两个不同点 z ， y 的中点宁一 
定在开单位球 C/x = & | || a :|| < 1} 内. 

定义 1.2.1 若对任意; r , 2/ S X ， || a ;|| = 1, || y || = l，x _ y ， 都有 < 1，则 

称赋范空间 X 是严格凸的 (strictly convex ). 

容易看出，只 n 在范数|卜|| = (| xi | 2 + \x 2 \ 2 + • • • + | x n | 2 )^ 下是严格凸的， Co 和 
loo 都不是严格凸空间. 
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不难证明，可以用闭单位球的端点给出严格凸的刻画. 

定理 1.2.1 赋范空间 X 是严格凸的充要条件是任意 xeSx 都是闭单位球 
Bx 的端点. 

严格凸有很多等价的条件. 

定理 1.2.2 若；>!：是赋范空间，则下面条件之一都是 X 是严格凸的充要条件. 

(1) 对于任意 a € (0, l ), x,y G X , || x || = 1, || j /|| = 1 3. x ^ y , 都有 "era + (1 - 
a ) y || < 1. 

(2) 对任意非零元 x,y & X ，务 || x + y || = || x || + || j /||, 则一定存在 fc , 使得 y = / ccc . 
证明 （1) 反证法.假设 X 是严格凸的，但存在 x 0 , y 0 € X , || x 0 || = 1, H2 / 0II = 

l,xo ¥ yo 和 ao e (0, 1)，使得 

|| a 0 ; r 0 + (1 — a 0 ) y 0 || = 1- 

由 Hahn - Banach 定理的推论，可知存在 / 0 € X *，||/ 0 || = 1，使得 
f 0 {a 0 x 0 + (1 - 00 ) 3 / 0 ) = || a 0 a：o + (1 - ao ) j / o ||, 

即 

ao / o ( x 0 ) + (1 - a 0 )f 0 {y 0 ) = 1. 

这时一定有 fo(x 0 ) = 1, 并且 fo(yo) = I - 否则的话，若 / 0 ( a ; 0 ) < 1 或 f 0 (y 0 ) < 1, 

则 ot 0 fo(xo) + (1 - oio)fo(yo) < 1 , 矛盾. 

因此 || a : 0 + y 0 || = sup |/( x 0 + 2 / 0 )| 彡 /(; r 0 + y 0 ) = 2 •由 
||/||= i ,/ ex . 

||a；o + yo|| < Ikoll + ||j/o|| = 2, 

可知 \\ x 0 + yo \\ = 2, 但这与 X 是严格凸的矛盾，因此由反证法原理可知对于任意 
a € (0,1), W || aa ; + (1 — a ) y || < 1. 

(2) 反 证法. 假设 X 是严格凸的，但有 x 0 , y 0 eX , || x 0 + yo || = || x 0 || + W , 并 
且不存在 A , 使得 2/0 = 则 




Ikoll + llyoll 

Ikoll + lboll 


令入。 


II 工 oil 


M + IMI’ 


则 Aq S (0, 1), 并且 


+ (1 - 入 0 ) 如 


IKII 


II2/0II 
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由于不存在 A :， 使得2/。= k 。， 故但这与 X 是严格凸的矛盾，所以 

IfoII IMI 

ll« + 2/ll = W + IMI 一定存在 k , ^ My = kx . m 

1.2.2 子空间的严格凸 

容易证明，若 X 是严格凸的赋范空间， M 是 X 的线性子空间，则 M 也是严 
格凸的. 

Day 证明了以下结论 

定理 1.2.3 若 X 是赋范空间，则 X 是严格凸的充要条件为 X 的每个二维 
线性子空间都是严格凸的. 

证明若 X 是严格凸的赋范空间，则容易知道 X 的任意线性子空间 M 也是 
严格凸的. 

反过来，用反证法.假设 X 的每个二维线性子空间都是严格凸的，但 X 不是 
严格凸的，则存在 x , y,z G Sx,y ^ z , 使得 a : = ^^ 令 M = span { y ， z }， 容易知 

道2/和 z 是线性无关的，故 M 是 X 的二维线性子空间，并且 M 不是严格凸的， 
矛盾.所以， X 的每个二维线性子空间都是严格凸时 X —定是严格凸的. ■ 

1.2.3 商空间的严格凸 

Klee 在1959年讨论了严格凸空间的商空间问题. 

定理 1.2.4 若 M 是严格凸赋范空间 X 的自反子空间，则商空间 X / M 是严 
格凸的. 

证明 设 Q : X — X/M 为商映射，则明显地， || Q || = 1, 并且 Q 将 X 的闭单 
位球 Sx 映到商空间 X / M 的闭单位球内.对于任意的 x ' = x + Mg S X / m , 
有 || a ：’ || = inf {|| 2 ： || \ z e x + M} = 1, 因此存在 e M , 使得 " a : + y „" — > 1， 由 M 
是 X 的自反子空间和 { y „} 有界，可知{ 2 /„}有子序列 {y„ k } 弱收敛到 y € M , 因 
而 ||x + y || ^ lim ||x + 2 / n || = l , x ' = Q(x + y ), 所以 Q { B X ) = B x / m - 

n— kx) 

因此对于任意的 x',y' € S x /M^ f ^ y\ 一定存在 U,v e Bx，u ★ V ，使得 
0« = 2 /，^ 1 ; = 2/. 由于义是严格凸的，故 ^ <1 , 因而 
X’ + y’ Q{u + v) / "nn u + v d 

]—=—^ — ^WQW- — < 1 - 

所以，商空间 X / M 是严格凸的. ■ 

Klee 在1959年指出，若 M 是严格凸赋范空间 X 的闭子空间，则商空间 X/M 
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不一定是严格凸的 1 13 1. 

为了弄清赋范空间 X 和它的子空间 M 都是严格凸时，商空间 X / M 是否严格 
凸. Diestel 和 Schaffer 独立地提出 l ^/ co 有没有等价的严格凸等价范数的问题. 

J . Bourgain 在1980年证明了 I 一句 没有等价的严格凸等价范数，由于 L 和 
Co 都有等价的严格凸范数，故 X 和它的子空间 M 都是严格凸时，商空间 X / M 不 
—定是严格凸的问. 

定理 1.2.5 若是 l x /co 的一个等价范数，则 （; oo / co ， H | i ) 不是严格 
凸的. 

1.2.4 严格凸的应用 


严格凸性保证了最佳逼近元的唯一性. 

定义 1.2.2 设 X 是赋范线性空间， MCX , xeX , 若存在如 e M ， 使得 


lk - yo || = inf || a ; - y \\, 

yeM 

则称 2 /o 为 3 :在从中的最佳逼近元 (element of the best approximation ). 

定理 1.2.6 设 M 为赋范线性空间 X 的有限维子空间，则对任意 xeX ,^- 
在如€ M , 使得 

Ik-Wo || = inf || x - y ||. 

yeM 

证明令 d = inf || a ;- 池由下确界的定义，存在 e M ， 使得 

■yeM 

\\^-Vn\\ -* d. 

因而 {? M } 是有界序列，即存在 C > 0,使得||办|| < (7,对任意 n 成立.事实上，若 
{ y n } 不是有界序列，则对任意 k e N 有 y nk e { y n }, 使得 U > ，故 


Ik - Vn h II ^ ||yn k II - ||®|| >k- ||x|| — OO (k oo). 

但这与 \\ x - y nk \\^ d 矛盾，所以 { y „} 为有界序列 _ 

由于 M 是有限维，且 { Vn } 为 M 中有界序列，故 { y n } 存在收敛子列％, — 

R y 0 € M . ||i - j / o || = lim ||x - y nfc || = d , 所以存在 y 0 e M . 且 |卜 - y 0 || = 

k —— >oo 


问题 1.2.1 上述定理中的最佳逼近元是否一定唯一？ 

例 1.2.1 在 i ? 2 中，取范数 ||忠|| = max {| xi |, | x 2 |},M = {( xi ,0) | xi £ J ?}, JWJ 
M 为 R 2 的一维子空间，取 xo = (0,1) e R 2 , 对于任意 :r = ( xi ,0) e M , 有 


\\xq - x\\ = ||(0,1) — (xi,0)|| = max{|xi|,l} > 1. 
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d ( xo , M ) = inf {|| x 。 — a ;|| | x G M } ^ 1. 

对于 w 。= (1，0), 有 ||xo — u > o || - 1. 因此 d ( xo , M ) = inf {|| x 0 — x || | x € M } = 1. 

但对于 w = (0,0) 和 w = (—1,0)， 都有 || a ; ((- u || = || a；o — v || = 1，因此 x 。 在 M 
的最佳逼近元不是唯一的. 

既然上述定理中的最佳逼近元不唯一，那么什么时候最佳逼近元才是唯一 
的呢？ 

定理 1.2.7 设 X 是严格凸空间， M 为 X 的有限维子空间， xeX , 则在 M 
中存在唯一的最佳逼近元，即存在唯一的妁 e M ， 使得 

ll*-2/0 II = ^ ||x-?/||. 

证明令 d = inf - 池假设存在 2 / 1 , ?/2 6 M , 使得 


则由 Vl - 1- 2 6 M , 可知 


2 

由于 


Ik - 2 / 1 II = d, \\x-y 2 \\ =d. 

2/1 + 2/2 I 


yi + 2/2 




2 

x-yi 


x - y \ 

— 1 

d 

—丄 5 


X~V2 


d 


2 

1，且 


+ 


^ d . 
X~V2 


2 


d 、 从而 


2/1 +2/2 


d •因 


(x - yi)/d- {- (x - y 2 )/d 
2 


但这与 X 的严格凸性矛盾.所以，由反证法原理可知: r 在 M 中存在唯一的最佳 
逼近元 .■ 

定理 1.2.8 X 是严格凸赋范空间当且仅当对任意非零线性泛函 f ex' f 
最多只能在单位球面上的一点达到它的范数 11/11. 

证明若 X 是严格凸的，假设存 在仰一 2/0,使得 


/ ㈣ = 11/11， f(yo) = \\f\l 


由于 
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故 

II/" =/(^4^) (1/11 • |^^| _ 

从而 

工 0 + yo . 1 

~~ 2 ~ 〆 . 

明显地 ，- ^ ||xp|1 + ||yo11 = i . 因此 ^2± y ° = ij 但这与 x 是严格 
凸的假设矛盾，所以定理成立. 

反过来，若对任意非零线性泛函 / ex *,/ 最多只能在上的一点达到它的 
范数11/11,则对任意 || x || = ljy || = 1,如果 X ^ =1，那么由 Hahn - Banach 定 

理，存在 / e x *， 11/11 = 1，使得 / = 1，因此容易知道 /($) = l ,/( y ) = l , 

从而 x = y . 所以， X 是严格凸的. ■ 

Hahn - Banach 保范延拓定理是泛函分析的重要定理，但定理中泛函的保范延拓 
一般不是唯一的.设 X 是赋范空间， M 是 X 的子空间，对/ 6 M *，/ 在 X 上可 
能有几个不同的保范延拓.不过， X * 的严格凸性能保证保范延拓的唯一性 . Taylor 
在1939年证明了以下结果 [31 1 

定理 1.2.9 若 X * 是严格凸的， M 是 X 的子空间，则对任意/ e M *，/ 在 
X 上只有唯一的保范延拓. 

证明反证法.假设对某个 f e M * ， f 在 X 上有两个不同的保范延拓巧和 
F 2 , 即对任意 x e M ， 都有 F 1 ( x ) = f ( x ), F 2 ( x ) = /( x ), 1.||^|| = ||/||, 11^11 = 11/11， 
则 

I ( m + m ) /2 lh L 

由于 


F \ -f F2 
2~ 


sup sup 


\\x\\=i t xex 


||rc||=l,xGA/ 


1Fi(x) +F 2 (x)[ 
2 


sup ㈤ 1 刚， 

||x||=1,x6M 乙 


故 ( m + m ) /2 =1 , 但这与是严格凸的矛盾.所以， / 在 x 上只有唯一 
的保范延拓. ■ 
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Beesack , Hughes 和 Ortel 还考虑了对复赋范空间 X 的任意子空间 M , 任意 
/ e M % / 在 X 都只有唯一的保范延拓时， X * 是否严格凸的问题不过他们对 
复赋范空间的严格凸的定义作了一点修改，然后证明了对复赋范空间 X 的任意子 
空间 M ， 任意/ e M *,/ 在义都只有唯一的保范延拓的充要条件是 X * 严格凸. 
Mazur 和 Ulam 在1932年证明了下面著名的定理 [ 22 I . 

定理 1.2.10 ( Mazur-Ulam 定理） 设 X 和 F 是实赋范空间，若: T : X — F 

满足 

\\Tx-Ty\\ = \\x-y\\ 

对任意 x,yeX 成立，并且: T 是满射，则 T-T0 一定是线性算子. 

利用严格凸性，1971年， Baker 在没有用到 r 是满射的条件下，证明了下面 
结论 W . 

定理 1.2.11 设 X 和 Y 是实赋范空间， F 是严格凸的，若 — Y 满足 

\\Tx-Ty\\ = \\x-y\\ 

对任意 x,yGX 成立，则 T - T 0 一定是线性算子. 

在证明该结论之前，要注意到，如果 F 是实赋范空间， x,yeY, 满足 Hx + 2 /ll = 
|| x || + ||2/||,则对于任意 A 彡0#彡0,都有 

||Ax + ny\\ m A || a ;|| + ^|| y ||. 

另外，若 y 是严格凸的实赋范空间，: r ， 2/ e F ， 则不难证明7是 y 中唯一 
到 z 和 J / 的距离都是 — y || 的点⑴. 

证明 若 TO / 0,令 Sa ; = Trc - TO , 则容易知道別= 0,并且 HSa ;- 办|| = 
||; r _ 2 /||. 因此在下面的证明中，不妨假设 ro = o . 

由于 \\Tx-Ty\\ = llx -2/11, || Tx || = || x ||, 因此 || T (- x )|| = || x || 对任意 xeX 

成立. 

由 || Tx +(- T (- x ))|| = 2|| x || = || Tx || + || - T (- x )||, 以及 y 是严格凸的，可知 
存在 A > 0,使得 To ; = -XT(—x), 因而对于任意 a;，y e X ，有 

|| r(x + y )|| = \\T(x + 2 /) - T 0|| = \\x + y\\ 

= \\x-{-y)\\ = \\Tx-T{-y)\\ 

= \\Tx + Ty\\, 
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故 


类似地，有 

因此 


(宁) 


-Tx 


= 

x + y 

~^- X 


2 



= \\\ Tx ~ T y\V 


T 


(宁) 



= \\\ Tx - Ty \\. 


(x-\-y\ Tx + Ty 

l 丁尸 ^2- 


对任意; c，y e X 成立. 由于 ro = 0 ,故： Ta : = T = T i 2x ) + TQ 因此 

T ( 2 x ) = 2 Tx , 从而 


T{x + y) = T{^^j 

_ T ( 2 x ) + T { 2 y ) 
— 2 
=Tx + Ty ) 


即 r 是可加算子 • 又因为 || T：r - mi = |卜 - 2 /||，因而 r 是连续的，所以， r 是线性 
算子._ 


1 . 2 . 5 光滑的定义 

光滑是 Klee 在 1953 年引入的[ 14 1 . 

定义 1 . 2.3 若 a ; e = 1 ，存在唯一的 / e X *，||/|| = 1 ,满足 f ( x ) = 1 , 

则称; r 为赋范空间 X 的一个光滑点 (smooth point ). 若任意； c e X , || x || = 1 都是 
光滑点，则称赋范空间 X 是光滑的 ( smooth ). 

对于常见的古典 Banach 空间，比较容易知道它们的光滑点. 

例 1 . 2.2 R 2 在范数 = (| xi| 2 + | x 2 | 2 ) 5 下是 Banach 空间，任意 a ; e 
= l 都是光滑点. 

例 1 . 2.3 Co = {( xj ) \ Xi G R , lim Xi = 0 } 在范数 = sup | a ： i | 下是 Banach 
空间，由于喵 = L 故容易证明 : c &^ 7 \\ x \\ = 1 是光滑点的充要条件是存在唯一的 
i , 使得 ㈣ = 1 . 
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例 1.2.4 h = {( xi ) I Xi e \ xi \ < oo }, 在范数 ㈣ =^2 \ x i \ 下是 

i=l i=l 

Banach 空间，由于 q = L ， 故容易证明 a : e h ，|| z || = 1 是光滑点的充要条件是对 
任意的 i , 都有 .| xi | 兴0_ 

容易看出， CO , ^和 Zoo 都不是光滑的赋范空间，但和是严格凸和光滑的 
Banach 空间. 

定理 1.2.12 Hilbert 空间 X 是光滑的 Banach 空间. 

证明反证法.假设存在: c 0 e xJx 0 || = 1，有 /， s e X % ll/ll = 1， | M | = 1， " 
g , 满足 f ( xo ) = l , g ( xo ) = 1 .由 Riesz 表示定理 , ^ y,z e X , || i /|| = 1, || z || = 1, 使得 

f { x ) = ( x , y ), g ( x ) = ( a :, z ) 对任意的 ; r e X 成立. 

由于 / _ 5,故 "y - z || > 0 .由 

|| 2/ + z || 2 +|| y - Z || 2 = 2|| J/ || 2 + 2|| z || 2 


可知 


\\ y + z ^ = 2 \\ y \\ 2 + 2 \\ z \\ 2 -\\ y-zf 
= A -\\ y - z \\ 2 
<4. 

故 || 2 / + z || < 2,但这与 ||y + z \\ ^ |( i / + z , x 0 )| = 2 矛盾.所以，由反证法原理可知 
Hilbert 空间是光滑的 .■ 

实际上，光滑与范数的可微性有着密切的关系. Mazur 在1933年证明了 : r e 
X , || x || = 1是光滑点的充要条件为范数在: r 点是 Gateaux 可导的，即 

G(x,M = lim l|X + ^ ll ~ INI 

t->o t 

对任意 hex 的极限 G { x , h ) 都存在 i 23 】. 

Klee 在 1959 年考虑了光滑空间的商空间问题. 

定理 1.2.13 若 M 是光滑 Banach 空间 X 的自反子空间，则商空间 X/M 是 
光滑的. 

Klee 在1959年还证明了下面的结果[ 15 】. 

定理 1.2.14 若 M 是可分 Banach 空间 X 的非自反子空间，并且余维数大 
于2,则； S ： 存在等价的光滑范数，使得商空间 X / M 是不光滑的. 


1.3 凸性与再赋范问题 


. 19 - 


1.2.6 严格凸和光滑的共轭关系 


Klee 在1953年证明严格凸性和光滑性是共轭概念，它们之间具有如下的对偶 
关系. 

定理 1.2.15 若；^是严格凸的赋范空间，则 X 是光滑的. 

证明反证法.假设 X 不是光滑的，则存在 e 办和 /，s e Sx',f 一 g ， 使 
f { xo ) = l , g ( x 0 ) = 1.由 |/( xo ) + 5 ( x ))| = 2可知 "/ + g || = 2,但这与 X * 是严格凸 
矛盾.所以，由反证法原理可知 X —定是光滑的 .■ 

定理 1.2.16 若 X * 是光滑的赋范空间，则 X 是严格凸的. 

证明反证法.假设 X 不是严格凸的，则存在 x,y e Sx,x ^ y , 使得 || x + y || = 
2.由 Hahn - Banach 定理可知，存在/ € X *, ||/|| = 1,满足 

因此 / ㈤ =1，/⑼=1,故 Jx ( f ) = 1, Jy ( f ) = 1，且几，办 e S x .. ，/ e •，但这 

与 X * 是光滑的矛盾.所以，由反证法原理可知 X —定是严格凸的. ■ 

例 1.2.5 由于 h 有严格凸的等价范数，但 Day 在1955年 K 证明了 L 不存 
在等价的光滑范数，故 X 是严格凸时；^不一定是光滑的. 

TVoyanski 在1970年证明了 ~有光滑的等价范数，但它对应的共轭空间不存 
在严格凸的等价范数 @1. 因此， Banach 空间 X 是光滑时 X * 不一定是严格凸的. 
Dixmier 在1948年证明了下面结论[ 10 1. 

定理 1.2.17 若 X ****是严格凸的赋范空间，则 X 是自反的. 

后来， Rainwater 利用 James 关于弱紧的刻画，证明若 X *** 是光滑的，则 X 是 
自反的 [ 3D1 . Smith 等在1976年证明存在一个非自反的 Banach 空间 X ， X …是严 
格凸的 I 29 】. 


1.3 凸性与再赋范问题 

严格凸性不是拓扑性质，它与范数的选取有关. 

例 1.3.1 在炉 中，如果取范数 ||x|| = (|xi | 2 + |x2| 2 )5, PJ ( ft 2 ，| H |) 是严格凸 
的，但对于另一个范数 IMli = 1^1 + 1 x 21, ( i ? 2 , II -111) 不是严格凸的，并且范数 || . || 
和 ll . lli 等价 • 

许多空间，如 C 0 山，; OC 等都不是严格凸和光滑的.但严格凸和光滑的赋范空间 
都具有许多很好的性质.比如在严格凸空间中，每个紧凸集都有唯一的范数最小元. 
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因此，一般是通过对赋范空间 X 赋以等价范数，使 X 在新的范数下是严格凸或光 
滑的，从而具有较好的性质，这种工作是 Clarkson 在1936年最先做的，他证明了任 
何可分的 Banach 空间都可以赋以等价范数，使之成为严格凸的空间. 

定理 1.3.1 若 X 是赋范空间，则 X 可以赋以等价范数 || . | h ， 使 { X , || - || i ) 
是严格凸的当且仅当存在严格凸的赋范空间 f 及从 x 到 y 的线性连续算子 r ， 
并且 t 是单射. 

证明（必要性）明显地，若 x 可以赋以等价范数 IMli ， 使 （xj • | U ) 是严格 
凸的，则只需取恒等算子 /. 


I : ( X , II - II ) ^ ( X , II - IU ), 

lx = X. 

(充分性）定义 IWU = IWI + 则 w < HU <(1 + •故 II • IU 为 

11-11 的等价范数，且（ X ， II . IU ) 是严格凸的. 

假设（ X , II . D 不是严格凸的，则存在 X,y e X,x ^ y , || x||i = 1, || y||i = 1 且 
\\x + y||i = 2 •故 


2 = ||x + y || + ||rx + T 2 /|| 

< Ml + IMI + \\ Tx \\ + || Ty || 

<(H + ||rx||) + (||y|| + ||ry||) 


因此 lira ； + ry|| = ||rx|| + ||r y || 且 ||a ： + J/II = ||x|| + IIJ/II, 因而存在 / ey* ， ||/t[ = 1 ， 
使 

f Tx + Ty 
^WTx + TvW) - 


由于 


故 /( 


/ Tx + Ty ' 

1 lll^ + Ty||, 


/ 


ll^xll 


Tx 

JTx + Ty \\ iT^lf 
I 叫 I 


ll^yll 


Tx ' 


||Tx + Ty ||- 

< 1, 

Ty \ 


1 ，/ 


. M , 




l , 从而 


Ty 、 

\\Tx + Ty \\ \\Tyl 


r 2 /ii 


(Ty ' 
\\Tx + Ty\\ J VlirylL 



1.3 凸性与再赋范问题 


2^ 


Tx 

Ty 

\\ Tx \ 

\\ Ty \\ 




Tx 


Ty 


.M \\ Ty \\, 


即 

Tx Ty o 

M + Wv\\ = 

是严格凸的 ， = mT 是单射，醜有 z = m \ y - 

但 Iklli = IMIi = 1 ，因而 x = y - 可这与 X _ y 的假设矛盾，所以 （ X , II ■ D 是严格 
凸的. ■ 

Clarkson 在1936年给出了 C [0,1] 的严格凸等价 范数： 


NU 


sup | x ( t )| 2 
, O^t^l 


iz 兩丨 水 )i 2 


这里是 [0,1] 的一个稠密序列.他还证明了所有可分 Banach 空间 X 都可以 
再赋范，使之成为严格凸空间. 

定理 1.3.2 若 X 是可分 Banach 空间，则 X 可以再赋以等价范数，使 
得（ X ， H - llx ) 是严格凸空间. 

证明由于 X 是可分的，故存在, X * 中的序列 {/„}, ||/„|| < 1，使得 {/„} 在 
闭单位球 Sx ， 是切 * 稠密的，即 { fn} W 2 Bx >. 定义 


T : X / 2 , 

Tx = (2 -晉尺 ㈤ ) . 

则明显地, r 是线性算子，且 IIT^II < || a :||. 

不难看出 ，若 T X = T V ，则 f n ( x ) = f n ( y ) 对任意 n 都 成立. 由于 {/„} 在 
是#稠的，故有 a ： = J /. 由此可知， t 是线性连续算子，并且 r 是单的.由于 Z 2 是 
严格凸空间，故由上面定理可知 X 可以再赋范，使之在新范数下是严格凸的 .■ 
推论 1.3.1 若 Banach 空间 X 具有 Schauder 基，则 X 可以再赋范，使之在 
新范数下是严格凸的 Banach 空间. 

Day 将 Clarkson 的结果推广为如下形式向. 

定理 1.3.3 若 X 是可分 Banach 空间，则 X 可以再赋以等价范数|| . |卜，使 
( X , || - Hi ) 是严格凸空间，并且是光滑的. 

对于自反 Banach 空间，一样可以再赋范使之成为严格凸 Banach 空间. 

定理 1.3.4 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X 可以再赋范，使之在新范数 
下是严格凸的 Banach 空间. 
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对于自反的 Banach 空间，还有等价的光滑范数. 

定理 1.3.5 若 X 是自反 Banach 空间，则 X 可以再赋以等价范数 . |卜，使 
( X , H • || i ) 是光滑的. 

进一步，还有等价的严格凸且光滑的等价范数. 

定理 1.3.6 若 X 是自反 Banach 空间，则 X 可以再赋以等价范数|| . | U ，使 
( x , II - no 是严格凸且光滑的. 

问题 1.3.1 对于一般的 Banach 空间 X ，是否一定可以再赋范，使之在新等 

价范数下是严格凸的 Banach 空间呢？ 

有意思的是 Day 在1955年证明了这个问题的答案是否定的问 . 

若 r 为不可数集， I ^ r ) 为定义在 r 上的有界实值函数全体，在范数||邱= 

supIxWI 下是一个 Banach 空间，但 ^( r ) 没有等价的严格凸范数. 
ter 

不过需要注意的是， r 为可数集时, L ( r ) 就是有界实数列全体 Zoo , 不过 Zoo 存 
在等价的严格凸范数. 

实际上，由于 Co 是可分的 Banach 空间，故 Co 存在等价的严格凸范数|| _ || i ， 定 
义算子 T : 

T ： loc ( co , || - 111), 

no =( 宁)， 

则 T 是 L 到 co 的单射.所以， l 存在等价的严格凸范数. 

问题 1.3.2 如果一个 Banach 空间 X 的凸性很强，那么是否有可能 X 所有 
的等价范数都是严格凸的呢？ 

我们有下面的结论[ 21 】. 

定理 1.3.7 对于任意维数大于1的实 Banach 空间 X ，都可以再赋以等价范 
数 IM : ，使得（ X ，不是严格凸的. 

证明由于 X 的维数大于1，故存在； To e X ， || a ： o || = 1,根据 Hahn - Banach 定 
理，存在 /o e X *，||九|| = 1，使得 f 0 ( x 0 ) = 1.令 M = { a : I f 0 ( x ) = 0}, 则对于任意 
x & X , 存在 y £ M,r G R , 使得 x = y + rx 0 , 并且表示是唯一的. 

定义 IMK = max {|| y ||,| r |}, 则容易知道 || . 是 X 的一个等价范数.明显地， 
xo 不是闭单位球的端点，所以 ， （叉,|| . Ill) 不是严格凸的 .■ 

1.4 弱拓扑下的严格凸 

Diminnie 和 White 研究了局部凸空间的严格凸性[ 7 , 8 , 9 ]. 
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明显地，对于赋范空间 X ，每个/ e X \ p f ( x ) = \ f ( x )\ 都是 x 的一个半范数， 
并且 { p f \ f € X *} 诱导了 x 的弱拓扑.类似于局部凸空间的严格凸性，我们考虑 
赋范空间 X 在弱拓扑下的严格凸性. 

定义 1.4.1 若对每个 / e X *，对任意 X ， 2 / e X , \ f ( x )\ = 1, \ f ( y )\ = l ,\ f(x + 
2/)1 =2 时，都有 f ( x - y ) = 0, 则称赋范空间 X 依弱拓扑是严格凸的. 

定理 1.4.1 若 X 是实赋范空间，则 X 依弱拓扑一定是严格凸的. 

证明对每个 f e X *，若 x’y e X , |/( x )| = l ,\ f ( y )\ = l ,\ f{x + y )\ = 2, 则一 
定有 / ㈤ . /(2 Z ) > 0,因此 /㈤ = f ( y ), 从而 /( a : - y ) =0. 所以， X 依弱拓扑一定 
是严格凸的. ■ 

若赋范空间 X 依弱拓扑是严格凸的，则赋范空间 X 不一定是严格凸，如赋范 
空间 coJuloo 依弱拓扑是严格凸的，但它们都不是严格凸的. 

在本章的最后，顺便指出， Godefroy 在2006年 I 12 !解决了 Lindenstrauss 在1966 
年提出的问题 #1. 

问题1. 4 .1 是否有某个严格凸的可分 Banach 空间等距同构地包含任意严格 
凸的可分 Banach 空间？ 

定理 1.4.2 设 X 是可分的 Banach 空间，若 X 包含每个严格凸的可分 
Banach 空间的等距同构副本，则 X 包含山，|| • | U ) 等距同构副本.这里范数|| - ||i 
支 h 的古典范数. 

既然 h 的古典范数 Hi 不是严格凸的，因此不可能存在严格凸的可分 Banach 
空间等距同构地包含任意严格凸的可分 Banach 空间. 


Godefroy 还证明了下面的结论. 

定理 1.4.3 设 X 是可分的 Banach 空间，若每个严格凸的可分 Banach 空 
间等距同构于 X 的某个商空间，则每个可分的 Banach 空间等距同构于；!：的某个 
商空间. 


Robert Ralph Phelps 于1汜6年3月22曰出生，他是著名的美国数学家，对 
泛函分析和测度等有很好的贡献，他从1962年起是美国华盛顿大学的教授.他于 
1958年在华盛顿大学获得博士学位，博士论文是关于超自反 Banach 空间的，导师 
是 Victor Klee 教授.他的研究兴 趣为： 泛函分析、 Banach 空间几何、凸性、最优化. 
他证明了泛函分析中很多重要的定理，如 Bishop - Phelps 定理：对于任意实 Banach 
空间 X ， X * 中在单位球上达到它的范数的线性连续泛函一定在 X * 中稠密. 

Phelps 写了两本很有影响的书，分别是1993年出版的 Convex Functions, Mono- 
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tone Operators and Differentiability 和 2001 年出版的 Lec^/re5 on Choquet’s Theorem. 
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第 2 章凸性与嵌套球序列 

芝加哥大学社会学教授希尔斯 ( Shils ) 强调，现在的大学必须面对以下突出的 
问题： 大学在急剧的扩大，社会对大学过多的要求，学术的政治化倾向，政府的 干涉; 
大学庞大的官僚机构，递减的政府资助，媒体对大学的歪曲，过分追求学术成果和 
文章数量，学术道德的腐败现象.他 指出： “由于以上种种问题和现象，现在的大学 
和古典的模型相比几乎面目全非.如果照此发展下去，大学会名存实亡，不再成为 
教诲学生思维规范、学术标准的地方.这些规范和标准是进行学术研究的基拙，大 
学会从此失去对基础问题的兴趣.我们现在的责任是如何拯救大学的‘灵魂 

Edward Shils (1910-1995, 美国芝加哥大学，知名教授) 

圆点是 Giles 弓 I 入的， Day 认为严格凸应该称作圆 （ rotund ). Vlasov 利用嵌套 
球序列给出了 X * 是严格凸的刻画. 

2.1 严格凸与圆 

Giles 在1978年引入了圆点的定义 

2.1.1 圆点的定义和性质 

定义 2.1.1 设 X 是赋范空间， xGX , || a ;|| = 1,若对任意 || y || = 1, \\x + y \\=2 
时，都有 x = y , 则称 a : 是闭单位球■的圆点 (rotund point ). 

问题 2.1.1 设；！ ：是赋范空间，则 X 的闭单位球的圆点与端点有何 

关系？ 

闭单位球的圆点一定是闭单位球的端点.实际上，设: r 是闭单位球 
B x 的圆点，若 || y || = 1， ㈣ =1，使得 a : = 则存在/ e X *，||/|| = 1，使得 

/ ㈤ =1，因此 /( y ) = 1， /( z ) = 1，故 || a : + y || 彡 /㈤ + /( y ) = 2,因而 x = y , 所以， 
x 是 B x 的端点. 

反过来，闭单位球的端点不一定是闭单位球的圆点.在 h 中，若取 
x = (1，0，_一，0,…），贝 lj x 是闭单位球玖，的端点.但对于 2 / = (0,1,0, •• -，0,…)， 
W ||x + j /|| = 2,因此， a ; 不是闭单位球叫的圆点. 



2.1 严格凸与圆 


. 27 . 


另外，应该注意到圆点只对闭单位球有定义，端点可以在任意线性空间的凸集 
上定义. 

由关于端点的 Krein - Milman 定理知道局部凸线性空间的紧凸集一定有端点， 
因此考虑下面的问题是自然的. 

问题 2.1.1 设 B x 是有限维 Banach 空间 X 的闭单位球，是否一定存在 
圆点？ 

与端点不同，甚至闭单位球是紧集，它也可能不存在圆点. 

在 i ? 2 中，对于 ; c = ( xi , x 2 ), 定义范数 || x||i = max {| a ； i |, | x 2 |}. ^ x € R 2 , || a;||i = 
1，则 | xi | = 1 或卜 2 | = 1，不妨设 | xi | = 1. 取 2/2 — a ： 2 , |如| < l,y = ( xi , y 2 ), 则容易 
知道 \\ x + y \\ = 2 ,因此 a : 不是炉的闭单位球的圆点.所以，炉的闭单位球是紧 
集，但它没有圆点. 

定理 2.1.1 设；>!：是赋范空间，则 xeX , ||; c || = 1是闭单位球的圆点当 

且仅当对任意 A e [0, l],||x + Az || = 1 Bt , 都有 z = 0. 

证明 若 ; r e Xjo ;|| = 1 是闭单位球的圆点，并对任意 A € [0, 1], |卜+ 
Az " = 1，则 || a : + z \\ = 1, a ; + I = 1, 故 " a ; + ( a ; + 2 )" = 2,从而 x = x + z , 所以， 
z = 0. 

反过来，若对任意 A e [0,1 ]，lb + A^ll = 1 时都有 0 = 0,则当 a : € X ，|网 =1 
对任意 y E X ,\\ y \\ = l,\\x + y || = 2 时，由 Hahn-Banach 定理有 / e X *，||/|| = 1， 

使得 / ( 工 = I = L 故 / ㈤ = !)/(2/) = 1- 因而容易知道 || Aa : + (1 — A ) j /|| ^ 

f(Xx + (1 - \ y )) = 1,因此 || a ; + (1 - X)(y - x )|| =1, 故 y — a : = 0, 所以 : r 是闭单位 
球的圆点 .■ 

Aizpuru 和 Garc 彳 a - Pacheco 给出了 x & X , || a ;|| = 1 是闭单位球的圆点的 
充要条件 W . 

定理 2.1.2 设 X 是 Banach 空间， x e X , || x || = 1,则下面条件等价. 

(1) x 是闭单位球 Bx 的圆点. 

(2) 对于每个 y eX , || j /|| = hy _ X , 有 

lim p + 刎- ㈣ ）<1. 
t ->0 + \ t J 

容易证明，下面结论成立. 

定理 2.1.3 赋范空间 X 是严格凸的充要条件为单位球面上的每个点; r 都是 

闭单位球的圆点. 


• 28 . 


第 2 章凸性与嵌套球序列 


在 Foguel [ 6 ) 和 Taylor ! 12 】 的基础上 ， Bandyopadhyay 和 Lin Bor-Luh 在文献 
给出了下面结果的证明. 

定理 2.1.4 设 X 是赋范空间，则 a ;* € Sx . 是闭单位球 B x . 的圆点当且仅 
当对任意满足 || x *| y || = 1 的子空间 y g X , V 是在 X 唯一的保范延拓. 
证明 设 F g X 使得 || x *| y || = 1,若 a :*| y 有另外一个 X 上的保范延拓 y *, 

则容易知道 || y 1 l = - =1. 但 这与/是闭单位球的圆点矛盾. 

反过来，假设: C * e 知.不是闭单位球 Bx . 的圆点，则存在 y * e Sx-,y* 

使得 —^ ^ - = 1 .令 y = { a : € AT I x *( x ) = 2 /*( x )}, 易知只需证明 || x *| y || = 1. 

T * _L ? y* 

由于 :丄 - =1, 故存在 a ：„ e 知使得 { x * + y *){ x n ) —> 2, 因而 x *( x n ) —> 1, 

并且 y *( x n ) -» 1. 令 a;。e X , 使得 （ a ;* - y *)( x 0 ) = 1. 则对于每个 n 彡 1 ， 令 
x „ = y n + a n x 0 , 这里 y n eY , a n = ( x * - y *)( x n ) -* 0, 容易验证 — 1，并且 

x *( y n )^ l , 因此 || a ;*| y || = l , 并且 o :*| y 有另外一个 X 上的保范延拓 y *. 

在文献 [4] 中， Bandyopadhyay 等还得到了下面的结果. 

性质 2.1.1 设 X 是 Banach 空间， a :* e Sx .， 则下面条件等价. 

(1) x * 是闭单位球 Sx . 的圆点 • 

(2) 对任意满足 = 1的子空间 YCX , x*jy 先 B y . 的圆点. 

(3) 对任意满足 || a :*| y || = 1的可分子空间 YCX , x*\ y AB y . 的圆点 • 

由上面结果可以知道 Banach 空间具有严格凸共辄是可分决定的 W . 

推论 2.1.1 设 X 是 Banach 空间，则 X * 是严格凸的当且仅当对于所有的可 
分子空间 YCX , Y * 是严格凸的. 


2.2 凸性与嵌套球序列 

在 Euclid 空间丑 2 中,在范数 M = ( la ^ + bl 2 )* 下，如果 {[/„} 是 i ? 2 的一 
列开球套，使得 t/i C t / 2 C ■ • • C C U n+1 C •••, 并且 C /„ 的半径是无界的，则容 

oo 

易知道 U 队是炉或者炉的开半空间.但丑 2 在范数 IMU = Iml + | a : 2 | 下，如 

n=l 

果取 

Un = {( x , y ) e R 2 I \\{ x , y ) - (0, n )|| < n }, 

则队是 ft 2 的一列开球套，满足 w g 队 g … e 仏 g u n+1 g … ，并且 f/„ 的半 
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径是无界的，不过容易知道 t /„ 既不是尺 2 ,也不是 i ? 2 的开半空间. 

n=l 

Vlasov 在1973年讨论度量投影的连续性时，证明了 Banach 空间 X 具有上面 
的性质当且仅当 X * 是严格凸的[ 13 1 . 

设 X 是 Banach 空间，若球序列 = U { x n , r n ) 满足 Ui C U2 Q ■ ■ ■ Q U n Q 
U n+ i C • • •, 则称 {{/„} 为嵌套球序列 (nested sequence of ball ). 若 r n —> 00 ,则称 
嵌套球序列 C /„ = U ( x n , r n ) 是无界的. 

Bandyopadhyay 等在 2003 年讨论了无界嵌套球序列的并集的性质设 X 是 
赋范空间，凸集 C g X ，若对于任意 A > 0,：r e 都有 Az e C , 则称 c 是一个 
锥，并以 0 为顶点.若 C 是以 0 为顶点的锥，则称 : r + C 为以 a ; 为顶点的锥.在文 
献 [3] 中，他们证明了若= U ( x n , r n ) 是有限维 Banach 空间中的无界嵌套球序 

列，则 G 仏是一个锥. 

n=l 

无界嵌套球序列还可以用来刻画 Banach 空间的严格凸性. 

定理 2 . 2.1 设久是 Banach 空间，则下列条件是等价的. 

(1) X * 是严格凸的. 

OO 

(2) 对于 X 嵌套开球序列 { U n ( x n , r n )}, 若 — 00 , 则 [J 是 X 或者 X 
的开半空间. 

证明 Day 证明了若 X 是赋范空间，则 X * 是严格凸的充要条件为 X 的每 
个二维商空间都是光滑的[ 5 】. 

OO 

( 1 ) => ( 2 ) 假设 A ： = (J R 不是 X ，也不是义的开半空间，由于 K 是凸集, 

n=l 

故对于 X 。癸 if , 存在 / e X *， II/II = 1，使得 a = sup f{K) < f(x 0 ). 

记开半空间 {xgx\ f(x) < a } 为 n ，则 Ken , 并且由假设可知 a : # n , 故 
存在 y eU,y ^ K. 

如果 5 € X *, || g || = l ,/3 = sup g(K) < g(y), 那么 / 和 g 是线性无关的.由 
Day 的结果可知，记 I = /-' Wn ^ HO ), 容易知道 X / L 是二维商空间，只要证明 
X/L 不是光滑的，则与 （1) 矛盾. 

令 o ：„ = sup /([/„),/?„ = sup0 ( C /„) ，则 Q !„ -» a , -> P, 故可以证明 f{x n )= 

— 厂 n ， Q{,^n) = Pn — 广 n. 

不失一般性，不妨假设 C/q = U ( x 0 , r 0 ) 是单位球.令 2 ：„ = -( r n - l ) _ 1 ; c n ，则 
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Iknll < 1 ,并且 f ( z n ) = (r n - l) _1 (r„ - a n ) —► 1. 

类似地，有 g { z n ) — 1. 记 + L e X / L,P = /- \1) ns - Hl )， 故 

d ( z n , P )^0, 因此在 X / L , 有 Z n — P , 因而 || P || < 1. 另一方面，既然 Pn % = 0， 
因此 || P || > 1，故 || P || = 1. 

考虑下面 X / L 上的 泛函： 

F ( Z ) = f ( z ), G ( Z )= g ( z ), 这里 Z = z + L . 

则明显地， 

F ( P ) = lim F ( Z n ) = lim f ( z n ) = 1, 

n — >oo n ― >oo 

M = ||/|卜1， || G || = llffll = 1, F 一 G . 

因此 P 不是 X / L 的单位球面的光滑点，即 X / L 不是光滑的，所以与 X * 是严格凸 
的矛盾. 

(2) ^ (1) 假设 X * 不是严格凸的，则存在 X / L 的某个二维商空间不是光滑 
的.令 Z 为 f /( C , l ), Z 有两个不同的支撑平面.为了方便起见，假定 Z = 0. 假设 
F,Ge { X / L )*, || F || = 1, || G || = 1, F ( Z ) = 0, G ( Z ) = 0, 这里 F { Y ) > 0, G { Y ) > 0 对 
于任意 r e U ( C , l ) 成立. 

考虑 X/L 中的球序列 C /„ = U ( C n , r n ), 这里 = nC , r n = n - n - 1 — oo .容 
易看到， F ( U n ) ^ 0, G ( U n ) > 0 .故 

d{Cnt Cn + l ) = Il^-H = 1<1 _ ( VI + 1) ^ Tl 1 = ” fi+l — r n - 

既然 d [ C n , Cn + l ) = d { c , C n - f - l ) 对任意 C G C 7 n ， 从上式可知存在点 Cl , C2 , . . . (Cn G 
C n ), 使得 


Cn+lCn < ”n+l _ 

对于 X 中的开球[/ „ = U { c n , r n ), 由上式可知 C/„ g U n +1 . 定义 f，g ex*_. 
F ( Z ) = f ( z ), G ( Z ) = g ( z ), 这里 Z = z + L. 

对于任意 y G U n ，有 Y = y + L € U n , 既然 d ( Y , C n ) < d { y , c n ) ^ r n , 因此对 

OO 

于任意 y G U n ，有 f { y ) = F ( Y ) ^ 0, g ( y ) = G ( Y ) ^ 0. 因而 | J 队包含在锥 

n=l 

oo 

{x I f ( x ) ^ 0, g ( x ) 彡 0} 中，由于 / 和 g 是线性无关的，故 [J 队不是义，也不是 


X的开半空间.所以定理得证 .■ 
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Huang Da 在 1999 年的博士论文中，利用嵌套球序列刻画了共轭空间的严格 
凸性. 

定理 2.2.2 设X是 Banach 空间，则下列条件是等价的. 

(1) X* 是严格凸的. 

oo 

(2) 对于X任意半径是无界的嵌套开球序列 {U n }, |J %是X 或者义的开 

n=l 

半空间. 

(3) 对于X任意半径是无界的嵌套开球序列 {£/„}, 任意的 eXM|x*|| = 
1, ||y*|| = 1,若存在实数 C , 使得 infx*(E/ n ) > c 和 m£y*(U n ) > c 对任意 n e iV 都 
成立，则 x* = y*. 

(4) 对于 X 任意半径是无界的嵌套开球序列 {U n }, 任意的 x*,y* k €X*, ||x*|| = 
1>II^II = l,fc G AT , 若存在实数 c , 使得对任意 n e N,infx*{U n ) > c 和对任意 
k ^ n, inf y*({/„)> c ，则 x* = w* — lim y^. 

k—*oo 

证明 （1) 与⑶是等价的 [ 1G ， 13 L 

(1) => (3) 对于任意 n e N, 记 U n = U(x n ,r n ). 由于 infx*(J7 n ) 彡 c ， 故 
x*(x n ) — r n 彡 c. 因此 

x* f—) - 1 ^ , neN. 

\r n J r n 

不妨设0 6执，则 h < 1 对任意 ne TV 成立.既然 || x *|| = 1，因此 

r n 

lim x* ) = 1. 

n—oo \r n J 


同样地，有 




1 . 


故对于任意 a e [ o ， i ]， 有 


lim (Ax* + (1 - X)y*) ("—")=1. 
n-*oo \j n J 

由于 || Ax* + (1 — A)y*|| < A + (1 - A) = 1 ， 故 || Ax* + (1 - A)y*|| = 1 ， 由 X* 是严格 
凸的可知 x * = y *. 

(3) 今 （ 2) 如果存在 X 半径是无界的嵌套开球序列 {U n }, Q U n 不是 X ， 也不 
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是 x 的开半空间，那么一定存在 f ex' || = 1 和实数 a,a = inf? |J U n 

\n=l 

使得 

oo 

1J ?7 n C {x 6 X I x *{ x ) > a}. 


选取 y 《 U Un , y *{ y ) > a，y* e JT, ||y*| 卜 1，使得 y*(y) = A 并且 


!Jj7 n c{xeX|7/*(x)>/3}. 

n=l 

若: r* = 2/' 贝 Ij 

/ oo \ oo 

0 = y *{ y ) = X *( y ) > a = inf x* I (J t/ n J =infy*((J U n ) ^ /?. 

\n=l J n=l 

这是一个矛盾，所以; c* # y*. 

(4) ^ (3) 容易验证. 

(3) 4 ⑷由于％ e X' |喊|| = 1，闭单位球 S x . 是弱紧的，因此{%}有弱聚 
点2/*，并且 ||y*|| 彡 1. 

令 U n = U { x n , r n ), 既然对 fc 彡 n， 有 miy * k { U n )^ c , 因此对 fc 彡 n， 有 


yk(^ n )~ r n > C. 


不妨设0 6历，则 


r n 


< 1 对任意 n e N 成立.令 fc — » oo, 则 y *{ x n ) — r n > c 


对任意 n e N 成立•故 inf y *{ U n ) ^ c 对任意 n € N 成立. 并且 


lim y * ㈤ 
n—oo \ r n J 


因此， llyll = 1 .由 （3) 可知 a:* = j/*， 因而侦}只有唯一的弱聚点 x*， 所以， 
{ y * k } 弱收敛到 x' ■ 

Bandyopadhyay 和 Lin Bor-Luh 在2001年还给出了严格凸的局部化刻画的直 
接证明I 2 】. 

定理 2.2.3 设X是 Banach 空间 ，则； r * 是闭单位球 B x . 的圆点当且仅当 

OO OO 

对于X无界嵌套开球序列 { U n ( x n , r n )}, 若 f 在 |J w 有下界，则 IJ 队是？ 
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决定的仿射半空间. 

00 

证明设{队= t /„( w „)} 是；!:无界嵌套开球序列，令 C 7 = [J 假设 

71=1 

令 

A = { x * 6 Sx -1 x * 在 f / 有下界) ■. 

则 

U = Pi {x € X I x *( x ) > inf x *([/)}, 

x*eA 

并且容易证明乂是单位球面的一个凸子集. 

若 X * 是 B X . 的圆点，则单位球面包含 f 的唯一的一个凸子集是单点集 
{ X *}.因此若/ e A ， 则4 = { X *}, 并且 [/ 是一个仿射半空间. 

反过来，假设存在 y * e s x ., y *^ x *, 使得 y - e S x -. 

取 x „ € 知使得 Or * + 2 /*)(工„) — 2.贝 lj x *{ x n ) —* 1,并且 y *{ x n ) —► 1. 

oo 

选取数列 {<Jn}, 满足对于所有 n e iV , 夂 > 0, 并且 E 夂< 1. 不妨设 x *( x n ) > 
1 - S n , 并且 y *( x n ) > \ - S n . 

令 U n = U 容易知道 {£/„} 是 X 的无界嵌套开球序列，并且对任 

意 n > 1，有 

( n \ n n 

J - n = - y^[i — x*(xi)] > - y^(?t > —i. 

z=l ) t=l i=l 

类似地，有 infy *( I /„) > -1. 所以， a ;* e A , 但 A # { x *}. ■ 


2.3 k 圆与嵌套球序列 

Singer 在 1960 年引入了 fc - 严格凸性丨 11 】. 

定义 2.3.1 [ u 〗 对于任意 fc + 1 个邡，;^,…〜 ex, 若 

||a：o +xi + + x fc || = ||xo|| + ||a ： i|| + ••■ + ||x fc || 

时， Xo , x \, ■■- ,Xk 一定线性相关，则称赋范空间 X 是 fc- 严格凸的 (fc-strictly convex). 

容易知道，严格凸就是 1- 严格凸的，如果赋范空间 X 是 t 严格凸的，则对于任 
意 m > fc ， 赋范空间 X —定是 m - 严格凸的. 
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定理 2.3.1 J 11 ] 对于任意 Banach 空间 X ，下列条件都等价于 X 是 k - 严格 
凸的： 

(1) 对于任意 fc + 1 个 xo ， a ： i ， …叫€ X ，若 

Iko + ••• H-xa ；|| = ||x 0 || + ||xi|| + …+ || ❹ ||， 

则 x 0 , xi , ••- ,Xk 一定线性相关. 

(2) 对于任意 k + 1 ^ xi, * • • , Xk e X, || 恥 || = 1 时，有 

k 

<i 

i=0 

k 

对任意 0 < a ; < 1, ai = 1 都成立. 

2=0 

(3) 单位球面 Sx 不包含维数大于 A -1 的凸集. 

⑷对于任意 x 0 E X,r > 0, 球面 S ( x 0 , r ) = {x I ||x - x 0 || = r } 不包含维数大 
于 fc —1 的凸集. 

定义 2.3.2[ 8 ]设 / c 是一个正整数，赋范空间 X 的维数大于等于 fc + l . X 的 
单位球面上的点 x 称为 X 的闭单位球召义的 A ;- 端点 (k-extveme point )， 若 x 不能 

表示成 x = Xl + 工 2 广 + X/c+1 的形式，这里 : Ti G X ，= 1 ， i = 1,2 ,…， /c + 1， 

/c 十 1 

并且 { xi , x 2 , -- - ，抑 + l } 是线性无关的 • 

容易知道，闭单位球的端点是 1- 端点，但反过来就不一定是对的.实际上，在 

Banach 空间 ~ 中，取 = ( H， 0, …， 0 ,… e h ， 则 1卜°11 = 1 - 令 a :* = 

(1，1，0，."，0 ,…） e Zoo ， 贝 ! J x *( x 0 ) = \\ x *\\ = 1. 假如 x ， y,z e h ,\\ x \\ = ||?/|| = 

|| z || = 1， 满足 Xo = X + 3 则容易知道 X*(x) = x *{ y ) = x *( z ) = 1， 故 x *( x ) = 

xi + x 2 = 1, 既然 | a ； i | < 1, 并且 || x || = 1, 因此 a > 0, 心彡 0, 并且 rci + 別 =1, 因 
此 A = 0 对所有 i > 2 成立.类似地，我们有 2/ i 彡 0， y 2 彡0, 2/1 + 2/2 = 1，并且对于 
i > 2,有队= 0. 另夕卜，还有 zi 彡0,勿彡0, zi^r z 2 = 1,并且对于 i > 2,有 zi = 0. 
所以 x，y ^是线性相关的，因此吻是闭单位球汉 ， 的2-端点，但 xo 不是功 ， 的端 

点.容易证明，对于任意的 k e N , 对于 i 彡 A :， 令 X ; = ^,对于 f 〉 / c , 令 A = 0,则 

k 

x = { xi ) eB hj x 是闭单位球找 i 的 I 端点. 

对于圆点，我们也可以将它推广为 A :- 圆点. 
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定义 2.3.3 问设是一个正整数，赋范空间 X 的维数大于等于 fc + 1. X 的 
单位球面上的点 a : 称为 X 的闭单位球 Bx 的 A :- 圆点 (/ c-rotund point ), 若 || a；o + 
町+ : r 2 +…+办|| = fc + 1时，则 { x 0 , xi , x 2 , - - - , Xk } 是线性相关的. 

容易知道，若单位球面上 的点; r 是 fc- 圆点，则它一定是闭单位球的 fc- 端 

点，不过反过来就不一定对.实际上，取 X 。= ( H ， o , …，0 ,… j e Zi ， 贝 ij 3； 0 
是闭单位球的2-端点.容易验证，对于 ; ri = (0,0，|，誉，0,…,0, , x 2 = 

(0,0,0,0,去，營，0,…，0 ,…) e B tl ，有 || x 0 + xi + a ： 2 || = 3,并且 x 0 , xi , x 2 是线性无 

关的，所以吻不是2-圆点，但它是闭单位球的2-端点. 

Li Yongjin 在论文 [8] 中，利用嵌套球序列刻画了共轭空间的 fc - 圆点 • 

定理 2.3.2 间 设义是 Banach 空间，则下列条件是等价的. 

(1) x * 是闭单位球 B x •的 fc - 圆点. 

OO 

(2) 对于 X 任意无界的嵌套开球序列 { U n }, 设丑= { y * e 办* I f 在 | J 队 

n=l 

有下界 } ，则 dim 丑彡+ 1. 

00 

(3) 对于 X 任意无界的嵌套开球序列 {[/„}, 设: r * 在 1 J R 有下界，若 { y *} C 

n=l 

S x .、 并且序列 { inf2 /；( C / n )} 是有下界的，则所有 { y ^} 的弱 * 极限的维数小于或等 
于 A : + 1. 

证明 （1) 今 （2) 对于 n £ N 、 ♦ U n = U ( x n ) r n ). 既然 mfx *( U n ) ^ c,n e N , 
因此，有 x *( x n ) 一 r n > c •故 


x * 



n E N . 


不妨设 0 e R ，则 


r n 


彡 l,n G TV , 因而 


lim x 51 


㈢ 


1, i = l,2,3，.._. 


类似地，对于任意 y*eR = { y * e 丨 2 /* 在 G 仏有下界 h 有 


lim y * 


Xn 

r n 


= 1 ， i = 1,2,3, 
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假设存在 yt ， yl … , y * k +1 € R , 它们是线性无关的，则 

+ 2/2 + • ' ■ + Vk+l) (g) =k+l. 

故 

Wvi + + …+ 2/fe+ill = ^ + 1- 

但这与 X * 是 A :- 圆的矛盾.所以， （1) => (2) 成立. 

⑵4⑶由于 X * 的闭单位球 B X . 是弱 * 紧的，故 {?/；：} 在 X * 有弱*极限 
点.假如 {Vn) 有线性无关的弱*极限点 et ， 的，… ， e 〖 +1 , 则容易知道 

e *( x n ) - r „ 彡 c , 对所有 n e N 成立. 

故对于每个 i , 有 

inf e *( U n ) ^ c , 对所有 neN 成立. 

但这是个矛盾. 

(3) => (2) 容易. 

( 2 ) 令⑴假设存在 w e S x 、 满足 || ar * + yt + y2 + --- + y * k \\ = A ： + 1. 取 
X n 6 Sx , 使得 ( x * + 2/1 4- J/2 + • • • + Vk )( x n ) —^k + 1. 则对于 i = 1，2,…， A : 有 
y *( x n ) 1, 并且 x *( x n ) -» 1. 

选取数列 {4} 使得对所有的 n ,8 n > 0,并且< 1. 不妨设 y *{ x n ) > l -6 n 

n=l 

对 i = 1,2 ,…， fc + 1,并且 x *( x n ) > 1 — <5„. 

令明显地， {£/„} 是无界的嵌套开球序列.对于任 

\i=l i=l / 

意 nG N , 有 

infy : ( U n ) = y * ( ) - n-^Sj 

、 j=i / i=i 

= Yhy *( x j ) - 1 - 

J =1 

n 

= - ~ Vi ( x j) + ^j] 

j=l 

n 

〉 _ > : > - 2. 
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因此 mfyt ( U n ) > -2 ,i = 1，2,…， fc _ 类似地， inf <( C /„) > -2,故 
y * 2 , ■■- , y * k } 是线性相关的，所以， f 是的 A :- 圆点 • ■ 

Foguel 问和 Taylor ! 12 ! 证明 X * 是严格凸的当且仅当 X 的每个子空间 F 都是 
X 的 C /- 子空间 . X 的子空间/称为 X 的 C /- 子空间是指对于每个 y * e y *，2/* 在 
X * 有唯一的 Hahn - Banach 保范延拓.我们可以推广相关的一些结果. 

定理 2.3.3间 设 X 是 Banach 空间，则下列条件是等价的. 

(1) a ;* 是闭单位球 B x , 的 fc - 圆点. 

(2) 对于 X 的任意子空间 F ， 若 || a :*| y || = 1，则在 X 最多只有 k 个线性 
无关的保范延拓. 

证明 （1) => (2) 反证法.假设: c * 是闭单位球的 A :- 圆点，: K 是 X 的子空 
间，满足 ||^| y || = 1，并且在 X 有 fc 个线性无关的保范延拓 的，…，屹则 

||iT* + X* + X2 + • • ■ + X^. || = fc + 1. 

但这与: e * 是闭单位球的 A :- 圆点矛盾. 

(2) 4⑴假设存在 x *, x \, xl , ■•- , xl ， 使得 

|| x * + + a：2 + ■ ■ •+ — h 

则对于满足 ^ l ±^ n__±< w = i 的 x 的子空间 y ， 有 II^II = 1,并且 

蚵,的，… ， 4是; E * 在 X 上的 / C 个线性无关的保范延拓，矛盾. ■ 

由上面定理，容易知道下面的推论成立. 

推论 2.3.1[ 9 ] 设 fc e iV,dim X 彡 + 1， 则 X 的子空间上的每个线性有界泛 
函在 X 上最多只有 A : 个线性无关的保范延拓当且仅当 X * 是 fc - 圆的. 

推论 2.3.21 6 ' 12 1 设 X 是 Banach 空间， dim X 彡 2, 则 X 的子空间上的每个 
线性有界泛函在 X 上有唯一的保范延拓当且仅当 X * 是圆的. 

对于 fc - 圆点和端点的联系，我们有下面的结论. 

定理 2.3.4 间 设 X 是 Banach 空间，则对某个 fc ， 闭单位球有 fc - 圆点当 
且仅当有端点. 

证明 明显地，若闭单位球办有端点，则有 fc - 圆点. 

反过来，若: Co 是闭单位球的 fc - 圆点，则 || x 0 + a ；1 + X 2 + ■■■+ a ; fc || = A ; + 1 
时，一定有 x ^ x * lt x ^ ■■- , x* k 是线性相关的.故对于 a ;* e X *,|| a :*|| = l ，： r *(; r 。） = 1， 
dim S ( x *,0) = dim {x e | x *{ x ) = 1} < fc + 1，因此 5( a :*,0) 是 X 的 fc 维子空 
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间的非空有界闭凸集，因而存在 e 0 e ext 5( a ;*,0). 既然是的一个面， 
所以， e 。 是闭单位球 Sx 的端点 .■ 

推论 2.3.3 设 X 是 Banach 空间，若对于任意等价范数|| • 丨…闭单位球 
都有某个圆点，则 X —定不包含 Co . 

对于有限维的 Banach 空间，我们有下面的结果. 

定理 2.3.5[ 8 】 Banach 空间 X 是有限维的当且仅当对于 X 的任意子空间 M 
和 M 的任意等价范数||•|| 1 ，存在某个 fc ,使得（ M ,||•|| 1 )是 fc - 圆的. 

证明 既然 X 是有限维的，因此容易知道，对于 X 的任意等价范数 || • h ，对 
k ^ dim X , Banach 空间（ X , . |卜）是 fc - 圆的. 

假如 X 不是有限维的，则存在 || ei || = l,i € N , 使得 { ei , e2 , ••- , e ,, • • ■ } 是线 
性无关的.令 M = span { a }, 则 M 是 X 的线性子空间，并且对于范数|卜|| = 

m / m \ 

这里2；= ,( M, II - || x ) 对于任意 keN 都不是 I 圆的. ■ 

k=l \ k=l / 

通过 fc - 圆点和 fc - 端点的共轭概念，还可以进一步讨论它们的性质. 

定义 2.3.4 设 X 是赋范空间， x £ X , || a :|| = 1，若 dim { a ;* e S x > \ x *{ x )= 
1} < /c + 1，则称 ; r 是 X 的 fe - 光滑点 ( fc-smooth point ). 

令 ： r 0 = (1, 1，1，0,…，0 ,…） e c 0 , 贝 lj || a ： o || = 1, 并且 dim { x * e Sx » | x *( x 0 )= 
IK 3,因此吻是 c 0 的一个 2 -光滑点，但它不是 c 0 的光滑点. 

对于 x e X , || ar || = 1，记 D ( x ) = { x * e X * \ || x *|| = l , x *{ x ) = 1}, 则不难证得 
下面的结论成立. 

定理 2.3.6 对于 ； c e 5^，若任意 a ;* e D { x ) 都是闭单位球•的 fc - 圆点， 
则： c 是 X 的 A :- 光滑点，但反过来就不一定成立. 

证明 若 yH … , Vk+i e i x * e s x - I ?( a ：) = l }， 则 \\ yl + y2 + ■■■+ y * k + i \\ = 
k + l . 既然 D { x ) 的任意点都是 fc - 圆点，因此 yi *， 的，… , y * k +1 是线性相关的，所以 
； r 是 fc - 光滑点. 

取邡= (1,1, 1,0 , ••- ，(),••.） e co , 则 IMI = i , 并且吻是 X 的一个2-光滑 
点，但对于 x * = (1,0, •■- G D ( x 0 ) c h , X * 不 是也的 2-圆点.实际上，对 

于任意 keN ， x * 都不是 S Zl 的 fc - 圆点. ■ 

由 fc - 光滑点的定义，容易知道下面结论成立. 

定理 2.3.7 对于 : c e Sx ， 若任意; E * e D { x ) 都是闭单位球的 fc - 光滑点， 
则； r 是 X 的 fc - 圆点. 

设 { U n } 是一列开球套， itnUxCUiC-.-CUnC U n+1 C -.., 若存在 xeSx 
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和> 0,使得〜= X n x , neN , 则称嵌套开球序列 { U n } 是直的， a ; 称为该嵌套 
开球序列的方向. 

Bandyopadhyay 等在2003年讨论了无界嵌套球序列的并集的性质吒证明了 

OO 

若 U n = U ( x n ， r n ) 是 Banach 空间 X 中直的无界嵌套球序列，则 U 仏—定是一 

n=l 

个锥. 

在文献⑷中， Bandyopadhyay 等用直的嵌套开球序列给出了光滑点的刻画. 
定理 2.3.8[ 4 】设 X 是 Banach 空间 ，: r 6 则下列条件是等价的. 

(1) x 是光滑点. 

(2) 对于任意在方向; r 的直的无界嵌套开球序列 {[/„}, 若 x *, y* n £ S x 、 x * 在 

OO 

U Un 有下界，并且 { inf 2/；( C / n )} 有下界，则 V — lim y * n = x *. 

71 —>00 

71= 1 

(3) 对于任意在方向 a ; 的直的无界嵌套开球序列{队}，若 x \ y * S 知. 〆 和 

OO 

y * 在 （J W 有下界，则 x * = y *. 

n=l 

oo 

(4) 对于任意在方向； r 的直的无界嵌套开球序列 {U n },U= (J U n 是整个 X 
或者；>£：的仿射半空间. 

类似于光滑点， fc - 光滑点还可以用嵌套开球序列来刻画. 

定理 2.3.9[ 8 】设 X 是 Banach 空间 ， re e 则下列条件是等价的 • 

(1) a ; 是 fc - 光滑点. 

(2) 对于任意在方向: c 的直的无界嵌套开球序列 {Un}, 设 i ? = 0/* e S x . I y * 在 

OO 

U w 有下界 } ，则 dim R ^ k -\- l . 

n=l 

oo 

(3) 对于任意在方向; r 的直的无界嵌套开球序列 {Un}, 设 2：* 在 1 J R 有下 

n=l 

界，若 { y；}C S x 、 并且序列 { mfy * n ( U n )} 是有下界的，则所有 { y * n } 的弱 * 极限的 
维数小于或等于 & + 1. 


Jean Bourgain 于 19M 年 2 月 28 日在比利时奥斯坦德 （ Ostende) 出生，他于 
1975 年在布鲁塞尔自由大学 （Vrije Universiteit Brussel) 攻读博士学位得到比利时 
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研究奖学金， 1977 被授予博士 学位. 1981 4, Bourgain 成为布鲁塞尔自由大学教 
授. 1994 年至今为美国新泽西州普林斯顿 Institute for Advanced Study 的教授. 

Bourgain 对现代分析作出了突出贡献，在 1994 年苏黎世的国际数学家大会上, 
他被授予菲尔兹奖. Bourgain 的工作涉及现代分析的几个核心议题： Banach 空间 
几何在高维空间中的凸性、谐波分析、遍历理论、非线性偏微分方程、数学物理和 
群论. Bourgain 在研究可看作 Hilbert 子空间的 Banach 空间的子空间方面有杰出 
的进展.在 Banach 空间几何理论方面，他对 Banach 空间具有 Radon-Nikodym 性 
质与 Krein-Milman 性质的联系作了非常深入的研究•如 1978 年证明了 Banach 空 
间 X 具有 Radon-Nikodym 性质当且仅当 X 的每个非空弱闭有界子集都有端点. 
为了研究 Banach 空间 X 具有 Radon-Nikodym 性质是否当且仅当 X 的每个有基 
的子空间具有 Radon-Nikodym 性质， Bourgain 在 1980 年证明了 Banach 空间 X 
具有 Radon-Nikodym 性质当且仅当 X 的每个具有有限维 Schauder 分解的子空间 
具有 Radon-Nikodym 性质. 
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第 3 章一致凸 Banach 空间 

大学是教育机构，也是研究机构，但大学存在的主要原因既不能从它向学生传 

授纯粹知识方面，也不能从它为院系成员提供纯粹研究机会方面去寻找 . 大 

学存在的理由在于，它联合青年人和老年人共同对学问进行富有想象的研究，以保 
持知识和火热的生活之间的联系. 

Alfred North Whitehead (1861-1947, 英国数学家和教育家) 

赋范空间的一致凸是 Clarkson 在1936年引入的[ 5 】，他证明了 Radon-Nikodym 
定理在一致凸 Banach 空间成立.由于一致凸 Banach 空间具有很好的性质，故一 
致凸 Banach 空间得到了深入的研究. 


3.1 一致凸的 Banach 空间 


3.1.1 —致凸 的定义 

定义 3.1.1 设 X 为赋范空间，若对于任意的0 < e 彡2,都存在 6>0 ,使得 
x,y & X , || x || = 1, ||?/|| = 1,并且 ||;r 一 y || 彡 e 时，都有 


则称 X 是一致凸的 （uniformly convex ). 

由一致凸的定义可知，赋范空间 X 是一致凸的当且仅当对于任意 x n , y n € 
X , || x „|| = 1, || y n || = 1，当 || a；n + 2/ n || —» 2 时,一定有 " x „ - y n " —> 0. 

由于 Hilbert 空间 X 中的任意: c ， y , 都满足平行四边形法则 

\\x + y \\ 2 + \\ x - y \\ 2 =2{\\ x \\ 2 + \\ yf ). 

故容易证明 Hilbert 空间 X —定是一致凸的. ■ 

为了讨论 Z P (1 < p < oo ) 的凸性，先看看下面的命题. 

命题 3.1.1 对于2,在； p 中，有下面结论成立： 

(1) 2(||xr + ||y|| p ) < llx + y|| p + || 工 -y|| p < 2P- 1 (||xr + |MI P )_ 
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(2) 2(||xr + || y ||P)g-i < ||x + 2/1 |g + ||x_2/r 

(3) nx+j/r+nx-2/r ^ 2(Hxr+ imit- 1 . 

这里 9 = 对于 1 < P 彡 2, 上面这些不等式反向成立! 5 】. 

p- 1 

由上面的结论，容易证明 i p 是一致凸的. 

定理 3.1.1 对于 p > 1, Banach 空间 Z p 是一致凸的. 
证明当 p > 2时，若 € Z p , || a ;|| = l ，|| y || = 1，贝 IJ 


lk + 2/|| p + ||x-yr^ 2(||x|r + || ，广 - 1 < 2' 
因此，当 || a : — j /|| XO < e < 2) 时，有 


x + y 




~(l) 

因此， <5 = 1 — 1 - d ) P .当 l < p <2 时，由 

ii*+2/r+ii*-j/ii 9 <2(iixr+iiyin 


x + y 


^ 1 


(I)" 


故 = 1 - 1 - 11 .所以，对于 p > 1, Banach 空间都是一致凸的 .■ 

定理 3.1.2 赋范空间 X 是一致凸的充要条件为对于任意 e > 0, 存在 < J >0, 
使得 IWI = 1， Ibll = 1， II® ― J/ll > e 时，有 


|| ax + (1 — a)y\\ 彡 1 — 2 min { a ，（1 — a)}J 
对任意 a € (0,1) 成立. 

证明若 a e (0,金，则 

llaar + (1 - a)y\\ = || a(x + y ) + (1 - 2a)y\\ 

^2 a |^|+( l -2 a )| M | 
^ 2a(l - 5) + (1 - 2a) 

=1 一 2a5. 


若 a e (^， 则在上面的讨论中，将: r 和 2/ 交换位置，将1 - a 看作 a ， 容易 

得到 


|| ax + (1 — oc ) y \\ 彡 1 — 2(1 — a ) S . 
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因此，对于任意 ae (0， l )， 有 

|| ax + (1 — a ) y || 彡 1 — 2 min { a ，（1 一 o ：)}(5. 


反过来，若对于任意 e > 0,存在 (5 > 0,使得 IWI = 1’ _ = 1， "X 一 y || 彡 e 时， 
有 


|| ax + (1 — a ) y \\ ^ 1 — 2min{a, (1 — a)}J. 
明显地，取 a = f 则X是一致凸的. ■ 


5mulian 在1940年还得到了一致凸的刻画如下! 26 1， Rustem 在1949年也证明 
了该等价性[ 25 1. 


定理 3.1.3 蚊范空间X是一致凸的充要条件为对于任意 e>0, 存在 <5>0, 
使得 M = 1, l|y|| = i,/(x) > 1 - s,f( y ) > 1 一 5对某个 / e x*, II/H = 1 成立时， 
有 ||x-y|| <£. 


3.1.2 凸性模的定义和性质 


赋范空间的一致凸性还可以用凸性模来刻画，凸性模是 Clarkson 引入的吒 
定义 3.1.2 设X是维数大于等于2的赋范空间，对于任意 ee (0,2j， 称 


Sx ( e ) 


(l- 

x-\-y 


l 

2 



INI = !. Ili/ll = i.lk-J/ll 


为赋范空间 X 的凸性模 (modulus of convexity). 

Nordlander 在 1960 年证明，对于内积空间并，有下面结论成立! 22 】. 

定理 3.1.4 若好是内积空间，则 8 H (£) = l -^/ l - j . 

I 2 " 2 

由〜⑷=1 — a / 1 — 容易知道， Sh (£) ^ Nordlander 在 1960年证明了 

内积空间是凸性最好的赋范空间[ 22 1. 

定理 3.1.5 若X是赋范空间，则心⑷彡1 - ^1- 

Day 在1944年证明了下面的公式 

命题 3.1.1 若X是维数大于等于2的赋范空间，则 


S x ( e ) = inf 
= inf 



x-\-y 


1 

2 


卜 

x-\-y 

2 



IM 彡 !. \\y\\ ^ !> Ik-2/11 =s| 
11*11 ^ i, lli/ll < i.lk-yll - 
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Liokumovifi 在 1973 年给出例子，说明赋范空间 X 的凸性模 S x (e ) 不一定是 
凸函数 Ml. 

对于一般的赋范空间 X ， Figid 在 1976 年证明了下面的结果不过这里的 
证明属于 ChidumeW. 


定理 3.1.6 若 X 是赋范空间，则 


心 ㈡ 


是非下降函数. 


证明 对于 ei ,£2 € (0,2],ei < £ 2 , x,y € X, ||x|| = 1, || 2 /|| = 1, \\x — y\\ = e 2 . 
^ , 、 

x + y 


— _L h _ £i 

£2 X V 已 2 ) Ik+ 2/|| 


£i \ x + y 




J5!j u — v = —(x — y), ||u - i;|| = £i , 并且 
£2 


u + v = x + y A _ £i £i||a ： + y|r 
2 ||a; + i/|| V £2 2e 2 , 


因此 


x + y u - j - v 


11^+ 2/11 


£i _ ei\\x + y\\ 
£2 


2£2 

x _ £i + £i\\x + y\\' 


2£2 


||w + w|| 


由于 

x + y 

x + y 


Ik+ 2/11 

2 

从而 

II. 

x + y 

• u + 4 


Ik + 2/11 


ll ^ + 2 /ll 


. Ik + 2/11 


lk + y || 


||u — u || 


J_ /£1 _ £i\\x + y\\' 
^1 \^2 2£：2 t 



x-\-y 

x-\-y 

1 f, 1 卜 + 2/lh 一- 

11^ + 2/11 

2 


故 


^2 




Ik ill 
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x + y u v 


Ik + 2/11 

2 

l | w - 

HI 

x + y 

x-\-y 

lk + y|| 

2 


II 工 一 yll 


Ik + 2/11 


IN-2/11 
, lk + j/ll 

£2 

对所有的 x , yeX , \\ x - y \\=£ 2 取下确界，则 

£i e 2 


所以， ^ 是非下降函数. 


利用凸性模，可以得到一致凸赋范空间的刻画. 

定理 3.1.7 赋范空间 X 是一致凸的当且仅当凸性模 S x ( e ) > 0对所有 e e 
(0,2] 都成立. 

证明 若 X 是一致凸的，则对于任意的0 < e < 2,存在 <5 > 0,使得1^1 < 
I - S 对任意 x,y G X , \\ x \\ = 1, || y || = 1, ||x - y \\ ^ e 成立.故 


〜⑷ =inf < 1 


( i - 

x + y 


1 

2 



Ikll = IJIl/ll = lA \ x - y \\= e \^8>{). 


反过来，若 心⑷ > 0 对任意0 < e < 2都成立，则 


工 + 2/ 
2 


彡心(6) > 0. 


所以’ 字 彡 1- 〜⑷. ■ 


3.1.3 一致凸的性质 

从一致凸的定义，容易知道下面结论成立. 

定理 3.1.8 若賦范空间久是一致凸的，则 X —定是严格凸的. 
Milman 在1938年[ 21 1和 Pettis 在1939年独立地证明了如下的结论[ 24 1. 
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定理 3.1.9 若 Banach 空间 X 是一致凸的，则 X 一定是自反的. 

证明对于任意非零连续线性泛函/ e X '存在：^ e X ,|| x n || = 1,使得 

/( 〜）一 HI/II •故 



由于 Banach 空间 X 是一致凸的，故 || a；TO -— 0. 从而存在 ; to € X ，使得 
〜 w 故 /( x 0 ) = 11/11,即任意 f ex * 在单位球面都可以达到它的范数，所以, 
由 James 关于自反性的刻画可知， Banach 空间 X 是自反的. ■ 

若对于赋范空间 y 的任意有限维子空间 y „ 和 e > 0,都存在赋范空间 X 中 
的有限维子空间和 r : y „ — x „, 使得 r 是 y „ 与之间的一个线性同胚，并 
且 || T ||. IIT - 1 !! < 1+£,则称赋范空间 y 在赋范空间 X 中有有限表示 （y is finitely 
representable in X ). 

定义 3.1.3 若每个在 Banach 空间 X 中有有限表示的 Banach 空间 Y 都是 
自反的，则称 Banach 空间 X 是超自反的 ( superreflexive ). 

容易知道，超自反的 Banach 空间一定是自反的，但 Day 在文献问中证明存 
在自反 Banach 空间不是超自反的. 

Enflo 讨论了存在等价的一致凸范数的 Banach 空间，并证明了下面的结论1 9】 . 

定理 3.1.10 Banach 空间 X 存在等价的一致凸范数当且仅当 X 是超自 
反的. 

Day 在1941年证明了下面的定理问. 

定理 3.1.11 存在可分 Banach 空间； C 是自反和严格凸的，但 X 没有等价 

的一致凸范数. 

若 ; to e (7, 满足 || xo || = inf {||3；|| I x € C }, 则称 a ： o 为 C 的范数最小元 (element 
of smallest norm ). 

定理 3.1.12 一致凸 Banach 空间 X 的每个闭凸集 C 都有唯一的范数最 
小元. 

证明设 d = inf {|| x || \x eC }, 则由下确界的定义可知存在 e C ， 使得 
||a ； n|| ^ d . 由于 X 是完备的和 C 1 是闭氣故只需证明 {a ： n} 是 Cauchy 列. 

(1) 如果 d = 0,则 || rc n - 0|| — 0,因此0 e C 1 , 并且0是 C 的范数最 小元. 
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(2) 如果 d 〉0,则 


故只需证明 
C ， 故 


= \\^m || 


、 II 工 m|| \\x n \\J \\x n \\ 


(Ikmll - |kn||). 


Kll . 


是 Cauchy 列.由于 C 是凸集，故对于 : r n G C , 有 






H^mll + ll^nH 


d . 



€ 


因此 — 2 d . 由 


]Sl + = ||」||〜|| {( 〜+ Xn)ll:Enll+Xn(ll:Em|l ~ l|a：n|l)} 

可得 

^ ii ^ i {|l：Em + Xnl1 ~ ll|Xml1 ~ M} ^ 2 ~ 

故 

0 

m ra ^ ■ 

由于 Banach 空间 X 是一致凸的，故 


II HI | W | || 

从而 {〜} 是 Cauchy 列，故存在 a :。 € C , 使得 = inf || x ||. 

由于一致凸 Banach 空间 X 是严格凸的，故容易证明 C 的最小元是唯一的. ■ 
若对于任意 x n ,x € X ，当:弱收敛于 a :, 并且 || x n || -> ||: c || 时，一定有 — x ， 
则称赋范空间 X 具有 Radon - Riesz 性质 ( Radon-Riesz property ). 不难证明下面结 
论成立. 

性质 3.1.1 设 X 是一致凸的 Banach 空间，则 X 具有 Radon - Riesz 性质. 
证明容易验证，要证明 X 具有 Radon-Riesz 性质，只需证明任意 x n ,x G 
x , || x n || = 1, || x || = 1， 当〜 弱收敛于 a ;， 并且 Iknll — ^ || x || Hy 一定有: C n -> a :. 

由于〜弱收敛于 A 故弱收敛于0：,因此存在/ e X *，11/11 = 1，使得 
f ( x ) = 1，从而/ 收敛于 1. 

故 x n +x — 因而由叉是一致凸的 Banach 空间可知 || a; n - z || —> 0.所 
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以， X 具有 Radon - Riesz 性质 • ■ 

定义 3.1.4 设 X 是 Banach 空间，若对于 X 的每个有界闭凸集 C ， 存在 
x e C , 使得 sup {|| a ; - y \\ \ y £ C } < diam C , 则称 X 具有正规结构 （normal 
structure ). 

不难证明， Banach 空间 X 的紧凸集 C 一定具有正规结构. 

设 （7 是 Banach 空间 X 的子集 ， T : C -> C , 若对于任意 x,y e C , 都有 
\\Tx — Ty \\ ^ ||x — y ||, 则称 T 1 为非扩张映射 ( non-expansive mapping ). Kirk 在 1965 
年[ 16 】证明了非扩张映射的不动点定理. 

定理 3.1.13 设 X 是 Banach 空间， C 是 X 中的弱紧凸集，并且 C 具有正 
规结构， t 良 c — c 的一个非扩张映射，则 ; T 一定具有不动点. 

容易证明， 一 致凸的 Banach 空间 X 的有界闭凸集 （7 —定具有正规结构.因 
此，下面结论成立. 

推论 3.1.1 设 X 是一致凸的 Banach 空间，若 C 是 X 中的有界闭凸集 ， T 
先 C — C 的一个非扩张映射，则 ： T 一定具有不动点. 

另外，关于一致凸与正规结构的关系， Belluce 等在1968年证明了下面的 
结果％ 

定理 3.1.14 存在自反 Banach 空间 X , X 是严格凸的，并且 X 具有正规结 
构，但 X 不与任何一致凸 Banach 空间同构. 

凸性模还可以用来研究正规结构， Goebel 在1970年证明了，若 心 (1) > 0,则 
Banach 空间 X —定具有正规结构1 13 1 . 


3.1.4 商空间的一致凸 


容易知道一致凸 Banach 空间 X 的闭线性子空间 M —定是一致凸的.利用商 
空间，还可以得到新的一致凸空间. 

定理 3.1.15 设 X 是一致凸的 Banach 空间，若 M 是 X 的闭线性子空间， 
则商空间 X / M 是一致凸的. 


证明 设 x „, y n € X / M ,\\ x n \\ = 1 , || jf „|| = 1, 


+ 2/n 
~2~ 


1. 由商空间 


范数的定义可知，对于任意的 n ， 分别存在 x n , y n £ X , x n e x n , y n e y n , 使得 
p n || < || a ; n || < ||i n || + || y „|| < || y „|| ^ Hifnll + 明显地 || a :„|| 1， ||2/n|| — 1, 并 


Tn + 2/n 
^ 2 


Un 

"""2"" 


Iknll + ||y„|| 


故 
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Xn + Vn — 1. 

2 

由于 Banach 空间 X 是一致凸的，故 ||; r „ - 2 /«|| — 0. 因此 

||*^n _ VnW ^ II^ti _ Un || ~^ 0. 

所以，商空间 X / M 是一致凸的._ 

3.1.5 — 致凸空间与其他凸性的关系 

明显地，一致凸赋范空间一定是严格凸的.反过来，严格凸的赋范空间不一定 
是一致凸空间.容易证明下面结论成立. 

定理 3.1.16 设 X 是有限维赋范空间，则 X 是一致凸的当且仅当 X 是严格 
凸的. 


3.2 一 致光滑 


3.2.1 — 致光滑的定义 

一 致光滑性是 Day 在 1944 年引入的 H ， 不过他称之为 uniform flatteness . 

定义 3.2.1 设 X 是赋范空间，若对于任意 e > 0,存在 <5 > 0,使得 ； r e 
X , || a ;|| = 1 和 2/ eX ，0< || y || < J 时，一定有 


Ik + 2/11 + \\ x - y \\ < 2 + £|| y ||. 


则称 X 是一致光滑的 （uniformly smooth ). 

定理 3.2.1 若 Banach 空间 X 是一致光滑的，则 X 是光滑的. 

证明 反证法.假设 X 不是光滑的，则存在吻 e Jt , || a ； o || = 1，有 ll/ll = 
1 JMI = 1 ， 使得 f ( x 0 ) = l , g ( x 0 ) = 1, 并且 f _ g , 故存在 e 0 > 0,^ 0 e X , poll = 1, 
使得 （/ - g ){ zo ) > £ o - 因此，对于 * > 0,有 


||吻 + ^ o || + Iko - tz 0 \\ 


> f { x 0 + tz 0 ) + g ( x 0 - tz 0 ) 

=/ (工 o ) + tf { zo ) + g ( x 0 ) - tg ( z 0 ) 
=2 + t(f — g )( zo ) 

>2 + tsQ. 
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故对于 eo , 不存在 <5 > 0,使得 y = _， || y || < J 时，有 


Iko +2/11 + ll^o - y|| < 2 + eolMI. 


但这与 X 是一致光滑的 Banach 空间矛盾，所以， X 是光滑的 . ■ 

定理 3.2.2 若 Banach 空间 X 是一致光滑的，则 X* 是一致凸的. 

证明若 X 是一致光滑的，则对于任意 e > 0 ,存在 <5 > 0, 使得 rr e XJ ㈣=1 
和 y e X, 0 < ||y|| < <5 时，一定有 

\\x + y \\ + \\ x - y \\ < 2 + ||| 2 /||. 

故对于任意 /4 e x*, ll/ll = 1 ， || 洲 =1 ， 11/ — 3ll 彡 e ， 存在 y e X ， |M| = I ，使得 
U -9){ y ) 彡 ^ •故 

11/+ 5-11 = sup {(/ + g )( x ) I ||x|| = 1} 

=sup{/(x + y) + g{x -y)- {f - g){y) \ ||x|| = 1} 

<sup{||x + y|| + ||a; - 2/|| - y I ||a：|| = 1} 

<2+ eJyl_eS 



所以， X * 是一致凸的. ■ 

定理 3.2.3 若 Banach 空间 X 是一致凸的，则；是一致光滑的. 

证明由于 Banach 空间 X 是一致凸的，故对于任意的0 < e < 2，都存在 
5>0,使得 x , y € X , b || = 1,112 /H = 1，并且 h - y || > £ 时，都有 


取 n ^ f ,9 ^ x *, ll/ll = !. 11511 < V , 则由一致凸 Banach 空间 X — 

定是自反的可知， x , yeX , || x || = 1, || y |] = 1,使得 （/ + g )( x ) = \\f + g \\, 并且 
(f - a ) ( y ) = 11/- sll ■故 

11/ + 9\\ + 11/ - ffll = (/ + 9 ){x) + (/ - 5 )( 2 /) 

=f{x + y)+g(x - y) < ||a; + 2 /|| 十 ||a: - y|| • 114 
<2+ \\x-y\\ - ||fli||. 


• 52 . 


第 3 章一致凸 Banach 空间 


由于 

^ x + y ^W^ u+9){x + y) 

= + 分)(工）+ — 分)匕）+ 2 夕(沒)】 

^ 2^-^ ^ [11/ + 沒 II + 11/ — 夕 II _ 2? 7] 

^2(TT^) (ll/ + 5 + /-ffl|-2r?) 

>^>1-6. 

I -\- T ] 

因此 || x - 2 /|| < e . 因而 

11/ + fill + 11/ - 5 || < 2 + Ha: - y\\ • || 5 || < 2 + £ || 5 ||. 

所以， Banach 空间 X * 是一致光滑的 .■ 

由于一致凸的 Banach 空间都是自反的，故下面结论成立，它是 Smulian 在 
1940年证明的[圳. 

推论 3.2.1 若 Banach 空间 X 是一致光滑的，则 X 是自反的. 

3.2.2 光滑性模的定义和性质 

光滑性模是 Day 在1944年引入的，他称之为 modulus of flatteness [ 7 l ,但不好 
处理，后来 Lindenstrauss 在1963年给出了它的等价形式，并对这种光滑性模进行 
了讨论 I 18 】，赋范空间的一致光滑可以用光滑性模来刻画. 

定义 3.2.2 设 X 是维数大于等于2的赋范空间，对于任意 t >0, 称 

P X ( r ) = SU p {^± M±fcM _ l || N | = l ,| M |= r } 

为赋范空间 X 的光滑性模 （modulus of smoothness ). 

不难验证，光滑性模 px ( r ) 是非降的凸函数，并且 px ( r )^ r . 

性质 3.2.1 若 Px ( t ) 是赋范空间 X 的光滑性模，则 Px ( t )/ t 是非降函数， 
并且对任意 r > 0,有 

max {0 ,r - 1} < px { j ) < r . 

证明 (1) 对于0 < n < r 2 , x,y e X , || x || = 1, || j /|| = 1，有 
IN + ny \\ + || x - ny || — 2 


2 n 
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'\\x + T X y\\ - || x || I|x - nj/ll - || x ||' 


n 


-Tl 


^2 


\\x + T 2 y\\ - || a :|| || x - r 2 j /|| - || x ||' 


T 2 


- T 2 


\\x + T 2 y\\ + \\x - r 2 y\\ - 2 
2^ . 


故 


px ( n)/n ^ px(t 2 )/t 2 . 


所以， p x ( r )/ r 是非降函数. 


(2) 对任意 r > 0, 有 11^+ ^11 + 11^-^11 INI+^ll + M + r|MI _ 1； 


故 px{r) ^ r . 

另外，对于任意 || ar || = 1, \\y\\ = 1, W 


\\x + ry\\ 4- \\x - ry\\ 


1 ^ 




\\(x-\-ry) + (-x-\-ry)\\ 
2 

--- 1 = T — 1. 


所以， max {0 ，r 一 1} < px(r) < r . ■ 

性质 3.2.2 对于任意赋范空间 X ，有作⑺ ••⑺ . 

凸性模与光滑性模有着密切的关系， Lindenstrauss 在 1963 年证明了下面的 
关系[ 18 】. 

定理 3.2.4 对于任意 Banach 空间 X ，有 

px* ( r ) = sup I y - Sx(e) I 0 < 6 ： < 2} ， r > 0. 

证明对于 t 〉0,有 


2/ox*(t) = sup{||x* -fry* II + \\x* -ry*]\ - 2\ e B x *} 

= sup { x *( x ) - h ry *( x ) + x *( y ) -丁 y *( y ) -2 \ x,y e B x ， x *, y * e B x *} 
= sup{||x + 2/11 + t||x - y \\-2\ x,y G B x ) 

= sup{||x + y || -\-T£ - 2 \ x,y e B x ,\\ x ~ y \\ =e,0 <e ^2} 

=sup {re — 2 Sx {^) I 0 < e : < 2}. 

所以， px *( j ) = sup Iy - (5 x (0 I 0 < e < 2}，T > 0. ■ 




• 54 . 


第 3 章一致凸 Banach 空间 


类似地，同样可以证明下面的关系成立. 

定理 3.2.5 对于任意 Banach 空间 X ，有 

px(r) = sup | y - 5 x *( e ) | 0 < £ < 2|, r > 0. 

定理 3.2.6 Banach 空间； f 是一致光滑的当且仅当 lim = 0. 

r—O T 

利用上面凸性模与光滑性模的关系，容易证明下面的结论. 

定理 3.2.7 若 Banach 空间 A ： 是一致凸的，则 X * 是一致光滑的. 

3.2.3 一致凸和一致光滑的共轭关系 

由前面的讨论，容易知道 Banach 空间 X 的一致凸性和一致光滑性是一对共 
轭概念.下面结论是 5 mulian ^ 1940 年证明的 I 26 〗. 

推论 3.2.1 设 X 是 Banach 空间，则 

(1) X * 是一致凸的当且仅当 X 是一致光 滑的； 

(2) X * 是一致光滑的当且仅当 X 是一致凸的. 

3.2.4 光滑性模对内积空间的刻画 

容易验证，若 // 是内积空间，则 Ph { t ) = \/1 + t 2 — 1. Lindenstrauss 在 1963 
年还得到了下面的结论 l 18 L 

推论 3.2.2 对于任意 Banach 空间 X 和任意 r > 0,都有 

Px(t) ^ y/l + T 2 - 1. 

并且狀 (t) = vTT ^-1 时 ， X —定是内积空间. 

Kir^iev 在 1975 年丨 17 !证明了下面的结果. 

命题 3.2.1 对于 Banach 空间 X ,若 lim = 则 X 是 Hilbert 空间. 

e — 0 £ 2 8 

3.2.5 —致光滑空间的子空间和商空间 

容易知道，下面结论成立. 

定理 3.2.8 任意一致光滑赋范空间的子空间都是一致光滑的. 

定理 3.2.9 设； S ： 是一致光滑的赋范空间， M 是 X 的闭子空间，则 X/M - 
定是一致光滑的. 

证明 对于 0 < e < 2 , 由于 6 M ±( e ) > S x -(e), 并且 （ X / M )* 与 M * 1 保距同 
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构，故 

Px/m(t) = supjy - 6 m ± (e) I 0 < £ < 2| 

^ sup I — — 6X' (e) I 0 < e ^ 2^ 

= Px(t). 

所以， X 是一致光滑的时， X/M 一定是一致光滑的. ■ 

3.2.6 —致光滑等价范数 

Enflo 在1972年讨论了存在等价的一致光滑范数的 Banach 空间，并证明了下 
面的结论[ 9 】. 

定理 3.2.10 Banach 空间 X 可以赋以等价的一致凸范数当且仅当 X 可以 
赋以等价的一致光滑范数. 

3.2.7 算子的一致凸和一致光滑 

Beauzamy 在1976年还引入了算子的一致凸性 [2 1，并讨论了它们的性质.若 T 
是赋范空间 y 到 X 的算子， r 的凸性模定义为 

S T ( e ) = inf |l - - x , yeY , || x || < 1, || y || < 1, \\ T(x - J /)|| ^ e |. 

类似地，算子的一致光滑性模定义为 

p T ( r ) = sup I ll ^ + ^ll + b-^ll — 1 = l |. 

3.3 一致光滑与范数的可微性 

定义 3.3.1 设 X 是赋范空间，若极限 

此 ||x + ^|| - || x [| 
t ―>0 t 

对所有的： T ，2/ € X , || x || = 1,| M | = 1 —致存在，则称 X 的范数是一致 F 可微的 
(uniformly Prechet differentiable ). 

从赋范空间 X \{0} 到 X *\{0} 的映射 x — f x 称为支撑映射 (support map ¬ 
ping ), 若它满足下面两个 条件： 

(1) 对任意 x e x , \\ x \\ = 1，有 "/ a " = 1， f x ( x ) = l ； 

(2) 对任意 A > 0,有/入：= Xf x . 
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定理 3.3.1 若 Banach 空间 X 是一致光滑的，则支撑映射是一致连续的. 
证明由于 Banach 空间 X 是一致光滑的，故；是一致凸的.因此对于任 
意的 e > 0,存在 > 0,使得 e X ， || a :|| = 1, _ = 1，并且 ||九 + /J > 2 - 6时， 
有 ll/z — /yll <£. 故当扣 — J /|| < <5时，有 

\\fx + fy\\ + II® - 3/11 
>fx{x) + fy[x) + fy(y -x) = 2. 

因此 ||/e + /yll ^ 2 — || a ; — 2 /|| >2 — 6 , 因而 ||/i — / y || < e . 故 || a ; — y || < J 时，有 
Wfx-fyW <£ 所以，支撑映射是一致连续的. ■ 

实际上，可以证明上面的定理是充要条件，另外，下面结果也是成立的[ 8 】. 

定理 3.3.2 Banach 空间 X 是一致光滑的当且仅当 X 的范数是一致 F 可 
微的. 


3.4 p 一致凸与一致光滑 


定义 3.4.1 设 X 是 Banach 空间，若存在 C > 0, 使得心⑷彡 Ce p , 则称 X 
是 p —致凸的 （/>• uniformly convex). 

定义 3.4.2 设 X 是 Banach 空间，若存在 C > 0, 使得 Px { t ) < CtP , 则称 
义是 P —致光滑的 (p-uniformly smooth). 

Pisier 在 1975 年将具有等价 p —致凸范数的 Banach 空间称为 p ■凸 (p-convex), 
将具有等价 P —致光滑范数的 Banach 空间称为■光滑 (p-smooth)t 23 l, 并讨论了 
它们的性质. 

定理 3.4.1 设 X 是 Banach 空间，则 X 是 p —致凸的充要条件为 q 

一致光滑的，这里 2<p<oo,- + i =： l . 

P Q 

证明 若X是 p 一致凸的，则存在 2<p<oo,C>0, 使得奴⑷彡 CeP, 0 ^ 
e <2 .故 


px- (r) = sup 
彡 sup 


⑷) 

(?_ 叫 • 


由于函数/⑷是凹函数，在达到它的极大值，并且极 
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大值为 


C 


C't^ = C't\ 


2 \ 2 CpJ \ 2 CpJ 

故 Px -{ r ) < CV (r > 0), 所以， X * 是 q 一致光滑的. 

反过来， 若 X * 是 q 一致光滑的，则存在 C >0, 使得 px -( r ) ^ Ct ' 有 


〜⑷= sup (y - 阶 ⑺） 


t>o 、2 

用类似于上面的方法，不难证明， X 是 p —致凸的. ■ 

Keith 等在1994年证明了下面的定理[ 15 ]. 

定理 3.4.2 设 X 是 Banach 空间，1 < p < 2,则 Banach 空间 X 是 p —致光 
滑的充要条件为存在尺 > 0,使得对于任意 x ， yGX ， 有 

\\x + yr + \\x-yr^ 2 \\xr + K\\yr. 

证明 （1) 若存在 K >0, 使得对于任意 A 2/ e X ，有 

\\x + yr+\\x-yr^ 2 \\xr + K\\ y r. 

取 x , y e X， M = 1， || y || = 7•，则 

||x + yr + ||x-j/|| p <2 + ^. 


故 

由于 

故 


\\x + y\\ p + \\x - y\\ p _ < K p 

2 ^ 2 ' 

Ik + ?/|| + ll* 一 2 /|| 、 \\x + y + x-y\\ 
--- ^ --- = 1 , 


\\x + y\\ + \\x-y\\ < f\\x + y\\ + ||a ； -y|iy 


根据/⑴= f 是凸函数可知 




所以， Banach 空间 X 是 p —致光滑的. 
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(2) 反过来，若 px(r) ^ Ct p , 则对于任意 x,y e X, ||a;|| = 1, ||y|| = t ■，有 


x-\-y 

+ 

x-y 

2 


2 


c \\ v r . 


故对于任意 a;,?/ e X，;r # 0 ,有 


x + y 

+ 

x-y 

2 


2 


<IWI i + 


g || yll p \ 
l|a ： ll p ) 


和 p 

i[||x + 2/||-(M + lMD + Hx-yll-(INI- IIj/II)] < ||x|| - 

情形一:如果 IMI 彡 IWI , 则 ||^ + 2/|| < 2|| a ;||. 由于不等式 u p - v p pu p ~ 1 ( u - v ) 
对于任意实数 0 成立,令 w = || a : + 2/||,^ M + || y ||， 则 

l \\^ + y \\ p ~ \(M + || 2/||) p < f ||工 + yir 1 (ik +2/11 -(INI + \\ y \\)). 

令 w = || a ; - y|| ， i; = ||x|| — || y ||， 贝 ! J 

\w^-y\\ p - - IMI) P < |||x — t/irHb-j/ll-dWI- IIj/ID). 

因此 

idix+j/r+i^-yrx i[awi + imi) p +(ni- iij/nn + ^nxiir^iixii^M^. 
由于不等式 i|u + u| p + ^|u - v\ p ^ | u| p + \ v\ p 对于任意 u,v e R 成立，故 

i ( iix + 2/ r + iix - y n < iixr + 

= iixr +( i + p 2 PC ) iij / r . 

情形二 ：如果 ||y|| > 那么 ||a: + i/ll < 2||y||, ||x - y|| < 2||j/||, 故 

idix + yr + iix - yr )^ ii 2 y r < iixr +2 P || j / r ， 

所以，一定存在 K > 0 , 使得对于任意 x,y ex , 有 

Ik + yf +|| x -2/11^211^ + ^11^. ■ 

定理 3.4.3 设 X 是 Banach 空间， 2 彡 p < oo , 则 Banach 空间 X 是 p —致 
凸的充要条件为存在 K >0, 使得对于任意: c ， 2 / eX , 有 

||x + y|| p + ||x-y|| p ^ 2||x|| p + K\\y\\ p . 
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证明 （1) 若存在 K > 0 , 使得对于任意 z , y e X ，有 

\\x + yr+\\x-yr^2\\xr + K\\yr. 

则对于任意 it , 6 X ,令 x = |卜|卜+ || u || u , 2 / = || u || t ; - || v || u , 代入上式，则 

2(2|M| • \\ v\\r > 2|| ||+ + IHI« \\ P + K \\ ||+ _ N 卜 ll P . 

故当 | M |= l , H | = l，||u — 叫|= £ 时，有 

2 p+1 ^2\\u + v\\ p + K £ p . 


因此 


u-{-v 


2 


p ^- f© p 


由于对于任意 i e [0,1], 都有 1 — f 彡 P(1 - i)， 故 


u-\-v 


2 


M 1 


u-\-v 


因此 


^ x ( s ) = inf < 1 


> inf 卜 1 


u -\-v 


2 


{K 1 

為 ) 


u-\-v 


2 


e p . 


所以， Banach 空间 A" 是 p —致凸的. 

(2) 反过来，若 Banach 空间 X 是 g —致凸的，则 X* 是 p —致光滑的 (- + --- 

\p q 

lY 故存在 c > 0,使得 px 七 ）（ CtP , 因此存在^ > 0,使得对于任意 f , gex * 


有 


取 


\\f + 9 \\ P + \\ f -9\\ p ^2 \\fr + K\\gr. 


r K\p 


，则 


11/+ r -^ r +1|/ - r - 1 ^ < 211 / ir + yr . 
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对于任意的 x ， yeX ，^ f ， g & X ' 使得 

ll/ll 2 + IMI 2 = i, 

f(x + y)+r~ 1 g(x -y) = (||x + f || 9 + ||x - 2/|| 9 )«. 

实际上，对于任意 x,yeX, 存在 / 1)3l 6 XM |/ 1 || = l ,|| 5l || = l , 使得 
fi(x + y) = ||x + y||, gi{x-y) = \\x-y\\. 

只需取 X , fx G (— 00 ,+ 00 )， 满足 

X 2 + H 2 = 1, 

\\\x + y\\ + fir^Wx - y\\ = (||x + i /|| 9 + ||a;- y|| 9 )«, 

则 / = 入 / i ，5 = Mffi 满足 

ll/ll 2 + IMI 2 = i, 

+ y) + T~ l g{x -y) = (||x + y|| 9 + ||a：- y|| ? )s 
故 

||a ； + y || 9 + ||x-j/||« = \f(x + y) + r~ 1 g{x-y)\ q 

《 (II/ + T—Wh W + II/-t- 1 5 ||_IMI ) 9 
彡 [(11/+ r-^r+M- - (iNr + in 9 ) 念 ] 9 

^[2( ii / r + Nn ]-( iMr+iMn 
= 2^||^+ ||2/||«). 

因此 

卜 + IMI 9 彡 2 _ p(||x + y|| 9 + ||x-y|| 9 ). 

在上面不等式中，将 x + 2 /代替 o :， 将^:-^/代替仏得 

+ y\\ q + \\x - y\\ q > 2 _ p (| 问 | 9 + ||2y|| 9 ) 

= 2«-?(|| 考+||，） 

= 2(11^ + 112/^). 


所以，定理结论成立 .■ 

从 Enflo 和 Pisier 的再赋范定理[ 12 , 23 1 可知，任意超自反 Banach 空间一定对 
某个 p 和 g(l < g < 2 < p < 00)，可以赋以 p —致凸范数和 g —致光滑范数. 
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利用 Kwapien 关于 Hilbert 空间的刻画， Figiel 和 Pisier 证明了可以赋以 2 — 
致凸和 2 — 致光滑范数的 Banach 空间一定可以 Hilbert 化 [ U I . 

定理 3.4.4 每个可以赋以2 —致凸和2 —致光滑范数的 Banach 空间一定 
存在一个由内积诱导的等价范数. 

Ball 等在 1994 年还在与序列 空间& 和函数空间 L p 非交换情形类似的 Schat - 
ten 迹类 (Schatten trace classes )^ 中讨论了迹范数的凸性模和光滑性模的相关不 
等式 Ivanov 和 TVoyanski 在 2006 年证明了下面很好的结果[ 14 】. 

定理 3.4.5 存在一个绝对常数心，使得若 Banach 空间 X 满足 


鰓 inf 


Mf) 


8 ( 6 + 1 ) 


对某个 6 彡 0 成立，则对于 9 = 1 +可以赋以等价的 g —致光滑范数. 

1 + k\b 

定理 3.4.6 存在一个绝对常数 fc 2 , 使得若 A ： 是 Banach 空间，并且 x,y e 
义， ㈣ 丨 =】， IMI = 1，则 


limsup II… 训 2 + ll【-， 2 -2 ^ 1 + fc2fl(x) . 

T— >0 ZT z 


这里 a ( X ) -- 2 lim sup — 1- 


Per Enflo 于 1944 年出生，他解决了泛函分析的几个基本问题.其中3个是超 
过40年的未解决问题： 

(1) 基问题. 

(2) 逼近问题. 

(3) Banach 空间不变子空间问题. 

可分的 Banach 空间是否一定存在 Schauder 基？每个 Banach 空间是否一定 
有逼近性质或有界逼近性质？ 1973年， Enflo 构造了一个可分 Banach 空间 X ,它 
既没有 Schauder 基，也没有逼近性质和有界逼近性质，从而给这两个问题以否定的 
回答. 

Enflo 于1976年给出了没有非平凡不变子空间的有界算子的例子 . Beauzamy 
在1985年简化了他的例子. 

在 Banach 空间的凸性理论方面，他在1972年证明了 Banach 空间 X 可以赋 
以等价的一致凸范数当且仅当 X 不具有有限树 性质. 
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每一个较大规模的现代社会，无论它的政治、经济或宗教制度是什么类型的， 
都需要建立一个机构来传递深奥的知识，分析批判现存的知识，并探索新的学问领 
域.换言之，凡是需要人们进行理智分析、鉴别、阐述或关注的地方，那里就会有 
大学. 


Nathan Marsh Pusey (1907-2001， 美国哈佛大学校长) 

一致凸赋范空间具有很好的性质，因此得到了深入的研究和推广.很多在一致 
凸和严格凸之间的空间的几何性质也得到了很好的研究. 

4.1 局部一致凸的 Banach 空间 

4.1.1 局部 一致凸 的定义 

Day 在1943年问讨论了在一点附近的局部一致凸性 (localy uniform convexi ¬ 
ty near a point ). Lovaglia 在 1955 年引入了与 Day 有点不同的局部一致凸1 15 1，这 
篇论文是 Lovaglia 博士论文的一部分，导师是 James . 局部一致凸 Banach 空间得 
到了深入的研究. 

定义 4.1.1 设 X 是赋范空间，若对于任意的 e ,0<£^ 2, xeX , || x || = 1， 都 
存在 <5( e ， a :) > 0, 使得 y e X ，_ = 1, 并且 ||x 一 y || > e 时，都有 


则称 X 是局部一致凸的 (local uniformly convex ). 

容易知道，一致凸的赋范空间一定是局部一致凸的，但反过来，局部一致凸的 
赋范空间就不一定是一致凸的. Lovaglia 给出了局部一致凸的空间，它没有等价的 
一致凸范数1 15 1. 

由局部一致凸的定义可知，若赋范空间 X 是局部一致凸的，则 X —定是严格 
凸的.赋范空间 X 是局部一致凸的当且仅当对于任意 x , y n € X , || 0 ：|| = 1, || j / n || = 1, 
当 h — 2 时，一定有 || a ： - — 0. 实际上，容易验证下面性质成立. 

性质 4.1.1 设 X 是赋范空间，则下面等价. 
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(1) X 是局部一致凸的. 

(2) 对于任意 x , y n £ X ,\\ x \\ = 1, || y n || = 1，当 \\x H - y n \\ — 2 时，一定有 
W^-UnW 0. 

(3) 对于任意 x , y n e X ,\\ x \\ = 1, || y n || < 1，当 \\x H - y n \\ — 2 时，一定有 

||工 一 2/n|| — 0. 

(4) 对于任意 x , y n e X ,\\ x \\ = 1, \\ y n \\ — 1，当 || a : + y n \\ — 2 时，一定有 

Ik - Vn \\ 0. 

如果 X 是 Hilbert 空间，那么对于任意 x，y e X , 都有平行四边形法则|卜+ 
2/|| 2 + lk - y || 2 = 2 NIP + 2_| 2 成立，故当 2|| x || 2 + 2 || 2/ n || 2 -||x + y n || 2 — 0时，一 
定有 Ik _ 2 M || — 0. 这一特征也可以用来刻画局部一致凸空间. 

性质 4.1.2 设 X 是赋范空间，则下面等价[ 6 】. 

(1) X 是局部一致凸的. 

(2) 对于任意 x , y n e X , \\ x \\ = 1，当 2(|| x || 2 -h \\ yn \\ 2 ) - \\x + y n \\ 2 — 0 时，一定 

有 — 2/ n || — 0. 

证明 对于任意 x y y n G X , || o :|| = 1，当 2(|| rr || 2 + ||2/ n || 2 ) — ||^ + Vn \\ 2 — 0 时， 

由于 

2(IW| 2 + \\yn\\ 2 )-\\x^y n \\ 2 > 2(||X" 2 + ||2/n|| 2 ) — (Wl + hnW) 2 

=(Ik" - IW ) 2 ， 

故 llynlj — IWI ， 因此 II 工 + 2/ n || — 2|| x ||. 所以，由 X 是局部一致凸可知 \\ x - y n \\ -> 0. 
反过来 ， （2) 成立时，容易知道 X 是局部一致凸的. ■ 

4.1.2 局部一致凸的例子 


Smith 在1978年利用 h 给出了局部一致凸的 Banach 空间 X ，但 X 不是一 


致凸的 Banach 空间 [ 22 L 

/ OO 、 2 QQ 2 

命题 4.1.1 “在范数= I ^|xi| +^|xi| 2 下是局部一致凸的， 

\i=l ) i=l 

但不是一致凸的. 

OO / OO \ ^ 

为 了方便，对于 a ； e h ，记 llarllh = E |而|，||場 2 = ( Nl 2 ) ，则 彡 
iixiix ^ 因此 ii . iu 是 g 的一个 i 价范数. 


证明 ( l ) 若 a ：， j/ n e = ljj/nlli = 1，使得 x+ ^ Vn 

需证明 || a : _ y n \\ i 2 — 0 和 ||x - y n ||ii —» 0 同时成立即可. 


—1. 明显地，只 
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(2) 由于对于 h 上的任意范数II . lu^veh , 都有 
"u + u" 2 < (IMl + Hl) 2 

^(IHI + IHI ) 2 + ( IN - IHI ) 2 

= 2( m 2 + m 2 ). 

故 

2(IMI 2 + IHI 2 )-|| U + 7 ； || 2 >o, 

因此 

^(Ikllh + llynllfj) - \\x + 2 /nllfj ^ 0, 

并且 

2(11 工 ||?2 + l|yn||? 2 ) — \\x + Vn\\l 2 ^ 0, 

因而 

0 ^ [2(11x112 + Hj/nllfJ- ||X + J/„||?J + [2(||x||| + IK) - \\x + y n \\l} 
^Zdlxllf + Hynl^-Hx + t/nllf 
= 4 - \\x + y n \\\. 

既然 — 1，因此 

2 l 

2(11^11?! + llj/nll?!) — ll x + 3/nll?! 0> 

2(||®||? 2 + Hl/nllfj) — 11® + J/n||f 2 —► 0. 

由于 || • || ;2 满足平行四边形法则，故 

ll x - 2/nllfj = 2(||x||f 3 + ||yn||?j) — ||x + 2 /n||z 2 2 — > 0. 


(3) 下面只需再证明 || a ; - ynlk — o . 

由于 

0 <(Wk — IW “) 2 

彡 2(Mh + llynlli,) 2 - (Iklk + hnWh) 2 
< 2(114 + llz/nllit) 2 - (||x + VnWu) 2 , 


故 


WvnWu Iklk - 
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既然 \\VnWh Iklk ， 因此如果 x = 0, 那么容易知道 lll/n - 0|| i;l = HI — 0. 
如果 : r = (A) # 0, 那么对于任意足够小的 e > 0(e < llxll/J, 存在 m , 使得 

oo 

E | xi | < e , 

i=m+l 

故 

TTL 

> llxlk - e . 

t=l 

因而，对于 y„ = (d n) ) ，有 

X]i^ n) i > biiii - £ 

i=l 

对足够大的 n 成立.故 乂 

f |y! n) l < 2e 

i=m+l 

对足够大的 n 成立 . 

因此 m oo oo 

"工一 2/n||/i ^ Yh i Zi ~ y i n) 1 + 531 ^ 1 + J2 i2/i n) i 
i=l i=m i=m+l 

< 6 ： + e + 2g ： = 4e ， 

因而 

ll^ — Vn\\u —*■ o. 

所以，由上面已经证明的 lire - y n || i2 — 0 和 HU 的定义可知 h - y„||i 4 0 ,即 
{h, || - ||i) 是局部一致凸的 . 

(4) 由于 (h, || - ||i) 不是自反的，故容易知道 （ Zi， || • ||i) 不是一致凸的 Banach 
空间 . ■ 

Smith 等在 1980 年讨论了 LP(/i,X) 的局部一致凸性 I 23 】. 

命题 4.1.1 设 (5,E,/x) 是有限测度空间，若 X 是局部一致凸 Banach 空间， 
1 < p < oo ， 则 X ) 是局部一致凸的. 


4.1.3 局部凸性模 


定义 4.1.2 设 X 是维数大于等于2的赋范空间，对于任意 ； c e X , || a :|| < 
l，ee (0,2], 称 


Sx(x,e) = inf ^ 1 - 


x + y 


I h\\ < 1> Ik-2/11 =e 
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为赋范空间 X 的局部凸性模 (modulus of local convexity ). 

明显地，局部凸性模可以用来刻画局部一致凸性. 

命题 4.1.2 X 是局部一致凸 Banach 空间当且仅当对于任意 rr € X , || a :|| < 1 
和 e > 0有 Sx ( x , e ) > 0. 

对于 Hilbert 空间 X ，它的局部凸性模是容易计算的. 

命题 4.1.3 若 X 是 Hilbert 空间，则 

(1) 当0 < e < 1 - 114有 Sx ( x ,8)= 

(2) 当 1 — ||： r || 彡 e 彡 1 + || a ;||， 有 6 x ( x , e ) = 1 - 2 _1 (2 + 2|| x || 2 - e 2 )5. 

(3) 当 e > 1 + | WI ， 有 ^ x ( x , e ) = + oo . 


4.1.4 局部一致凸的性质 

与一■致凸 Banach 空间具有 Kadec-Klee 性质的证明一样，容易知道下面结论 
成立. 

性质 4.1.3 设 X 是局部一致凸赋范空间，则叉具有 Kadec - Klee 性质. 

性质 4.1.4 设 X * 是局部一致凸赋范空间，则 X 的范数 || . || 是 P ^ chet 可 
微的. 

证明 若 x e X , || a ;|| = 1,/„ G X *, ||/„|| = 1,使得 f n ( x ) —> 1,则对于 / e 
X*,llfH = l ,/( x ) = 1，有 11/ + /„|| > _ + f n ( x )\ —2. 由 X * 是局部一致凸赋范 
空间可知 — 0. 所以， X 的范数 ". 是 Prechet 可微的 .■ 

推论 4.1.1 设 X **是局部一致凸赋范空间，则 X 是自反 Banach 空间. 
4.1.5 可以赋以等价局部一致凸范数的空间 

定理 4.1.1 若 X 是可分的 Banach 空间，则 X 存在等价的局部一致凸范数. 

定理 4.1.2 若 X * 是可分的 Banach 空间，则；存在等价的共扼范数是局 
部一致凸的. 

Troyanski 在1970年研究了含有弱紧基本集的 Banach 空间，证明了下面的结 
论成立 [ 26 L 

定理 4.1.3 若 X 是自反的 Banach 空间，则 X 存在等价的局部一致凸范数. 

利用 Troyanski 的部分方法和技巧@ 6 1， Godefroy 等在1985年讨论了局部一致 
凸的三空间问题[ 9 】. 

定理 4.1.4 若 X 是实 Banach 空间， Y 是 X 的子空间，使得商空间 X / y 有 
等价的局部一致凸范数 ，则久 存在等价的局部一致凸范数. 
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如果 Banach 空间 X 的弱拓扑和范数拓扑在单位球面上是一致的，那么就称 
Banach 空间 X 具有 Kadec 性质 (Kadec property ). Troyanski 在 1985年证明了下 
面的结果 [ 271 . 

定理 4.1.5 设 X 是 Banach 空间，若 X 是严格凸的，并且具有 Kadec 性质， 
则 X 存在等价的局部一致凸范数. 

若 Banach 空间 X 的弱序列收敛和范数序列收敛在单位球面上是一致的，那 
么就称 Banach 空间 X 具有 Kadec-Klee 性质.可以证明具有 Kadec-Klee 性质的 
可分 Banach 空间一定具有 Kadec 性质. 

定理 4.1.6 设 X 是 Banach 空间，若 X 是严格凸的，并且具有 Kadec-Klee 
性质， X 不包含 L 则 X 存在等价的局部一致凸范数. 

Moltd 等在1997年得到了具有等价局部一致凸的 Banach 空间的拓扑特征 I 17 ). 

定理 4.1.7 设 X 是 Banach 空间，则 X 存在等价的局部一致凸范数当且仅 
当对于任意 a > 0, X 是可数个的并集，是直径小于 a 的切片的并. 

推论 4.1.2 设 X 是 Banach 空间，若 F 是存在等价的局部一致凸范数的 
Banach 空间， T 是 X 到 F 的线性有界算子，使得: T * 是一一对应，则；>!：是存在 
等价的局部一致凸范数的. 

利用共轭空间单位球面的不同拓扑，可以给出存在等价共轭一致凸范数的条 
件， Raja 在1999年证明了下面结果 1 2G】 . 

定理 4.1.8 设 X 是 Banach 空间，若； T 的弱拓扑和弱 * 拓扑在单位球面上 
是一致的，则；存在等价的共板局部一致凸范数. 


4.2 中点局部一致凸 


1960年 ， Anderson 在他的博士论文中研究了中点局部一致凸 W , 不过这一概念 
Lumer 和 Day 在更早的时候就知道了. 

定义 4.2.1 设 X 是赋范空间，若对于任意的 e ,0< e ^2 ,xe X 7 || x || = 1,都 
存在 5( e , x ) > 0,使得 y,z e X , || 2 /|| = 1, \\ z \\ = 1, 并且 

时，有 || re — 2/|| < £,则称 X 是中点局部一致凸的 （midpoint locally uniformly convex ). 


容易知道，局部一致凸的赋范空间一定是中点局部一致凸的. 

命题 4.2.1 若赋范空间 X 是局部一致凸的，则 X —定是中点局部一致凸的. 
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Megginson 在1984年证明了下面的结果[ 16 1. 

性质 4.2.1 设义是赋范空间，则 X 是中点局部一致凸的当且仅当 X 的每 
个闭球是可紧逼近的 Chebyshev 集. 

与严格凸性可以用端点来刻画一样，中点局部一致凸性可以用强端点来刻画. 
定义 4.2.2 HC 是赋范空间 X 的有界闭凸集，： c e <7,若 y n ,z n e C, 并且 

x - V，L ^ " n -> 0时，都有 || y n — — 0,则称 x 为 C 的强端点 (strongly extre ¬ 

me point ), C 的强端点全体记为 str-ext C. 

容易知道，赋范空间 X 是中点局部一致凸的当且仅当单位球面上的每个点都 
是闭单位球的强端点.有时，赋范空间 X 闭单位球的强端点也称为中点局部一致 
凸点 （MLUR point ). 

1993年 ， Hu Zhibao 讨论了强端点的性质，并得到了强端点的一些刻画 
命题 4.2.4 设 C 是 Banach 空间 X 的子集， x £ C, 则下列条件 等价： 


(1) z 是 C 的强端点. 

(2) 对于任意 a; n e ■，若 lim d(;r ± C 1 ) = 0,则 lim a: n = 0. 

n — »oo n ― >oo 


(3) 对于任意 x n ， y n € X , 若 lim 


x - 


*^n H - Vn 


2 


(4) 对于任意 e > 0, 存在 J > 0, 使得 y,z e K , 

\\y-A\ < 


0，贝 ij lim x n = lim y n = x . 

n—*oo n—*oo 

y + z \ 


< 5 时，有 


强端点可以用来刻画 Radon - Nikodym 性质. 


定理 4.2.1 设 X 是 Banach 空间，则 X 具有 Radon-Nikodym 性质当且仅当 
对于 X 的任意等价范数 Hlu 闭单位球 5 (x ,| M|i) 一定有强端点. 

Linderstrass 和 Phelps 证明了若 X 是无穷维的自反 Banach 空间，则 X 的每 
个有界闭凸体都有不可数个端点. Fonf 在1979年证明了若 X 的闭单位球只有可 
数个端点，则 co 与 X 的子空间同构毗关于强端点， Godun 等在1992年得到了下 
面的结果 [ 1 Q 1. 


定理 4.2.2 设 X 是可分 Banach 空间，则存在等价范数|| . | U , 使得叫 
的闭单位球最多只有可数个强端点. 

容易知道，强端点一定是端点，但端点不一定是强端点.不过在^中，有下面 
的结论成立 I 13 】. 


定理 4.2.3 设 X 是 h 的予空间，则 X 闭单位球的端点一定是闭单位球的 
强端点. 
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证明反证法.假设 x € X , || rr || = 1， a ： 是 X 的闭单位球的端点，但它不是 
闭单位球的强端点.则存在€ X ，使得 || u n || = l ， K || = l , inf || u n - Vn || >0, 

并且 ;r = 由于: r e ext Sx , 故 {«„} 和 {^} 都没有范数收敛子列. 


使得 


= y^p^ n) ej T i; n = y^g- n) ej,x = y^ajej, 贝 ! J 不难证明存在 {rik} 和 (5 > 0, 
E b 卜 )1>4 £ \q^ k) \>S. 

i=A:+l i=fc+l 


因此对于足够大的 fco , 当 fc > fco 时，有 


J J 

ll w n fc II 彡 1 + 孓， ||”n fc II ^ 1 + 2 ? 

故 

Ei^ fc) i<i-1 Ek(" fc )ic- 丢， 

z=l i=l 

对 & = /Co + 1， + 2, • • • 成 

另一方面,对于所有的 fc , 都有 


E 

t=i 


bh ) + g 卜 )1 


= Ew . 

i=l 


既然 " x || = 1，因此 lim 亡 =1. 但这与亡 心：心 1 <1-| 对 

i=l i=l 

fc = fc 0 + 1， fc 0 + 2,…成立矛盾.所以，由反证法原理可知 X 闭单位球的端点一定 
是闭单位球的强端点 . _ 


Alexandrov 在1989年讨论了下面的问题[ 2 】. 


定理 4.2.4 若 X 是 Banach 空间， M 是 X 的子空间，使得 M 有等价的中 
点局部一致凸范数， X / M 有等价的局部一致凸范数，则 X —定有等价的中点局部 
一致凸范数. 

Alexandrov 还提出了下面的问题： 

问题 4.2.1 若义是 Banach 空间， M 是 X 的子空间， 使得 M 有等价的中 
点局部一致凸范数， X / M 有等价的中点局部一致凸范数，则 X 是否一定有等价的 
中点局部一致凸范数？ 




4.4 弱中点局部一致凸 


- 73 - 


4.3 弱局部一致凸 


定义 4.3.1 设 X 是赋范空间，若对于任意的 a ; e X ,|| x || = 1,当 j /„ e 
X ,\\ y n \\ = 1, 并且 1 时，一定有 { y n } 弱收敛到 X ，则称 X 是弱局 
部一致凸的 （weak local uniformly convex ). 

对于赋范空间 X 的子集 C 和/ e X *，记 S(C, f,e) = {xeC\ f{x)>e}. 
Molto 等在 1999 年证明了下面的结果 

性质 4.3.1 若 X 是弱局部一致凸的赋范空间， a : GX , || x || = 1,则集族 
{S(S x ,f,l-e) I a ： 6 S(S x ,f, 1 - e ), / e X *, ||/|| = 1,0 < £ < 1} 

是 a ： 点的弱拓扑的一个邻域基. 

证明 ^ y e e 5(5 x ,/ e , l -£), JH'J 

X + Ve ^ f e (x + y e ) ^ 1 

丁& 2 ^ … 

故 lim =L 由于 X 是弱局部一致凸的，故&弱收敛到 A 所以结论成 

£— >0 Z 

立. ■ 

Rainwater 在1969年证明了下面的结论 [ 19 L 

定理 4.3.1 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X —定存在等价的弱局部一致 
凸范数. 

弱局部一致凸 Banach 空间与它可以赋以局部一致凸范数有着下面的关系叫. 
定理 4.3.2 若弱局部一致凸 Banach 空间 X 的范数是 FWchet 可微的，则 X 

一定存在等价的局部一致凸范数. 

Molto 等在1999年证明了下面的结果[ 6 ]. 

定理 4.3.3 若 Banach 空间 X 是弱局部一致凸的，则 X —定存在等价的局 
部一致凸范数. 

4.4 弱中点局部一致凸 

定义 4.4.1 设 X 是赋范空间，若对于任意的 a ; e X , || x || = 1，当 y n ,z n G 
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X, ||y n || = 1, \\ z n \\ = 1, 并且 a ： - Vn ' Zn - > 0 时，一定有 {?/n - 〜} 弱收敛到 0, 

则称 X 是弱中点局部一致凸的 （weak midpoint local uniformly convex ). 

Smith 在 1984 年证明了下面的结论【 25 】. 

定理 4.4.1 Banach 空间 X 是弱中点局部一致凸的充要条件是任意 x e S x 
都是的端点 • 

推论 4.4.1 自反 Banach 空间 X 是弱中点局部一致凸的当且仅当 X 是严格 
凸的. 

Alexandrov 在1985年⑴证明了 L 没有等价的弱中点局部一致凸范数 . Hu 
Zhibao 等在1997年也给出了该结果的证明 I 12 ]. 

定理 4 . 4 .2 Zoo 没有等价的弱中点局部一致凸范数. 

Alexandrov 在1993年问研究了弱中点局部一致凸范数的延拓问题. 

定理 4.4.3 设 M 是 Banach 空间 X 的子空间，|| . || i 是 M 的弱局部一致 
凸范数，若 X / M 是可分的，则_ | h 可以延拓到 X ，使得 ( X , 11-11：) 是弱局部一致 
凸的. 


4.5 弱*局部一致凸 

定义 4.5.1 设X是赋范空间，若对于任意的/ e XMI/H = 1,当/„ e 
X *, || /„|| - 1,并且 || t ^|| — 1 时，一定有 ||/ n - /II — 0,则称 X * 是弱 * 局部一 
致凸的 （ weak * local uniformly convex ). 

Raja 在 2003 年讨论了弱 * 局部一致凸 Banach 空间的性质，并证明了下面 
结果 _• 

定理 4.5.1 若 X 是 Asplund 的 Banach 空间，并且 X * 具有弱 * 局部一致 
凸范数，则 X * —定存在等价的共扼局部一致凸范数 （dual LUR norm ). 

4.6 平均局部一致凸 

设 X 是 Banach 空间，是概率空间.对于 D 上的 X - 值随机变量 : c ， a ; 

的期望记为 Ex = [ x ⑴ d/i. 

Jq 

定义 4.6.1 设1 < p < oo , A 是[0, 1] 上的 Lebesgue 测度，若对于任意 x e X 
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和: r n e L P ( A , X ), 使得 lim ||x + x n || p = || x ||, 并且 Ex n = 0 时，有 lim || x n || p = 0, 

n—^oo n—>oo 

则称 X 是 p ■平均局部一致凸的 ( p-average local uniformly convex ). 

Lin Bor-Luh 等在 1986 年 [ 14 】 讨论了 p ■平均局部一■致凸 Banach 空间的一些 
性质. 

定理 4.6.1 设 X 是 Banach 空间 ，则 下面性质等价. 

(1) 对于任意1 < p < oo , X 是 p - 平均局部一致凸. 

(2) 对于某个 l < p < oo ， X 是 p ■平均局部一致凸. 

(3) X 具有 （ G ) 性质. 

(4) X 是具有 Kadec 性质的严格凸空间. 

这里的 Banach 空间 X 具有 Kadec 性质是指 X 的单位球面的范数拓扑和弱 
拓扑是一致的 .^ x € K,x 不属于 m ( K \ B e ( x )) 对任意£ > 0都成立，则称: r 是子 
集 K 的可凹点 （denting point ). X 具有 （ G ) 性质是指 X 的单位球面上的每个点 
都是闭单位球的可凹点. 


Robert C . James 于 1940年在 UCLA(University of California ) 获得硕士学 
位，1947年在 Caltech 获得博士学位，导师是 A . D . Michal . 他在 Harvard , U . C . 
Berkeley , Haverford , Harvey Mudd 和 Claremont Graduate School 都工作过. 1942 
年，他与他的父亲 Glenn James 共同编辑了 Mathematics Dictionar . 他对 Banach 空 
间理论作出了杰出的贡献.其中有名的 James 定理是指： Banach 空间 X 是自反的 
当且仅当 X 上的每个连续线性泛函在 X 的单位球面上达到它的范数.更强 
的形式是 Banach 空间 X 的每个弱闭凸集 C 是弱紧的当且仅当 X 上的每个连续 
线性泛函在 (7 上达到它的范数.还有 Bishop - Phelps 定理：设 X 是实 Banach 空间 
X , 则在 X 的单位球达到它的范数的线性连续泛函在 X * 是稠密的. 
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第 5 章范数可微和几种光滑性质 

大学是传授普遍知识的场所，是一切知识和科学，事实和原理，探索和发现，实 
验和思索的高级保护力量.它描绘出理智的疆域，在那里对任何一切既不侵犯也不 
屈服. 


John Henry Newman (1801-1890, 爱尔兰都柏林新天主教大学校长) 

范数作为线性空间的凸函数，可以讨论它的各种可微性质.范数的光滑性在逼 
近论、优化理论和非线性泛函分析等有着广泛的应用. 

5.1 强光滑和强凸性 

范数的可微性与各种凸性和光滑性的联系是 Smulian 在1938年到1941年发 
表的一系列论文中首先讨论的. 

5.1.1 强光滑的定义和性质 

定义 5.1.1 设 X 是赋范空间，吻 e X 和 ll^oll = 1, 若对任意 e > 0, 都存在 
S = 6( x 0 , e ) > 0和实值函数 p ( x 0 , y ), 使得当 | A | < J 时，有 

supj + A ^jLT - p ( Xo , y ) I y € X ,\\ y \\ = l | < e , 

则称 || . || 在; To 是 Frechet 可微的.若对于任意; r e X , || a ;|| = 1， || • || 在点都是 
Frechet 可微的，则称范数 || . || 是 Frechet 可微的 (Frechet differentiable ). 

第一个关于 FYechet 可微性的定理是 S . Banach 在1932年得到的，他证明了 
Banach 空间 C [0,1] 的范数在/ / 0是 Frechet 可微的当且仅当/只在[0, 1] 上一 
个点达到它的最大值. 

回顾一下 a 是支撑映射是 指：从 X \{0} 到 X *\{0} 的映射 a : x ^ f x 满足： 

(1) 对于任意 x £ X , || x || = 1，有 ||/ x || = 1, f x ( x ) = 1. 

(2) 对于任意 X 彡 Q , 有 h x = \ f x . 

则 a 是支撑映射. 
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若 — 是一个支撑泛函，则对于任意 A > 0,有下面的不等式成立 

fx(y) lk +Aj/H - | 卜 || fx+xy(y) 

Ikll \ A \ lk + Ay ||' 

范数 HI 是 FVechet 可微的.有下面的一些等价 条件： 

性质 5.1.1 设 X 是赋范空间，则下列条件等价： 

(1) HI 在 3： 0 是 Frechet 可微的. 

(2) 任意支撑泛函 （7 : Sx — 办 •在邡 是范数到范数连续的. 

定义 5.1.2 设 X 是赋范空间，吻 € X , l^oll = 1，若 /„ e X *,\\ f n \\ = 
1,/„(狗） — 1 时，都有某个/ e x *, 11/1] = 1, 使得||/„ — /|| — 0, 则称 邱 是赋 
范空间 X 的强光滑点.若任意 ： c € Sx , x 都是赋范空间 X 的强光滑点，则称赋范 
空间 X 是强光滑的 (strongly smooth ). 

容易知道，赋范空间的强光滑点一定是光滑点，但光滑点不一定是强光滑点. 

例 5.1.1 赋范空间 L 不是光滑的，令 a : 0 = 容易验证; e 0 是~的光滑 

点，但不是的强光滑点. 

性质 5.1.2 设 X 是强光滑的赋范空间，则 X —定是光滑的赋范空间. 

性质 5.1.3 设 X 是赋范空间，则下列条件等价： 

(1) || • || 在; r 0 是 Frechet 可微的. 

(2) : c 0 是 X 的强光 滑点. 

证明 （1) 4 (2) 若范数在吻 e 是 FVechet 可微的，则明显地，范数在点 
a :。 是 Gateaux 可微的，因此存在唯一的厶。€知*，使 / x 0 (^ o ) = 1- 

设 /n e Sx *, fn { x 0 ) -► 1. 不妨设 fn ( xo ) < fxoi ^ o ) = 1- 假设 | |/n - / x 。|| — 0 
不成立，则一定存在 {/„} 的子列，不妨仍记为 {/„}, 使得||/„ -厶。|| > 3 A > 0对 
某个常数 A 成立.因此，存在& e 使得 

fn ( x n ) - fx 0 { x n ) > 2 A > 0. 


故 


fx 0 {xo) - f„(x 0 ) 

^[fxoi^o) - fn{x 0 )] |^[/„(a： n ) - fx 0 (x n )] - l| 

= J[/n ( 工 0) — fxoi-^o)] [fx 0 { x n) — /n ( 工 tj)] + [fni^o) — fx 0 (^-o)] 
= (/n — fxo) + ^ ifxo (-^o) — fn{.^o))^ l: n\ 
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=/n ( 尤 0 + j{fx 0 (xo) - fn(xo))Xn] - f XQ (x 0 ) 


-fxo y^ifxo (^o) — fn( x o)) x n J 
< Iko + ~(fx 0 {xo) - fn{x 0 ))x n ) || - ||a ； o|| 
- fx 。^^ {fx 0 (-^o) _ /nh 。 )) 工 . 


令 2/n = ^ {fxo (^o) — /n (工 Q))$n ， 则 

Il2/n|| = J Ifxoi^o) - fn(x 0 )\ , 
因此 fx 0 {x 0 ) - fn(x 0 ) ^ ||a；0 + 3/n|| - |ko|| - fxoiVn), ^ 

IN + ynll-lkoH f f yn \ 

^11 1x0 VM ； 

fxo (*^o) — fn{^o) 

〆 H 

_ fx 0 (x 0 ) - fn(x 0 ) 

-^(fx 0 ( x o) - fn(Xo)) 

=X > 0 . 


由于 n -> oo 时 — 0,并且范数是 Prechet 可微的，故 

Iko + j/»|| - ||a ： o|l _ f ( Vn \ „ 

im Ixo vw ; 5 

这与 A > 0 矛盾.所以赋范空间 X 是强光滑的. 

(2) ^ (1) 对于任意 s > 0 , yeS x , 存在& > 0,使当 | A | <心时，有 

’ x ° — ||工 0 + Ayll ’ 310 .、 < 6' 


若不然，必有如 > 0和如 e ^义，使得对任意心= i ， 存在 | A „| < \使 

n n 

fxo ~ \\xo+\ n yoll fxo+Xvo >£ °- 
由于 || a；o + A „ j / o || -> || x 0 || = 1，故 

|| x 0 + A n2/0 || /：Co+An!/o(a：o) + || x 0 + A „ yo || /:Co+A " M(An2/0) 
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= \\xo + Xnyo\\ fx0+Xny ° {X ° + KV 0 卜 1 . 

由于 X 是强光滑的，故 

\\x 0 + x n yo\\ fxo+Xriyo — fxo , 

但这与前面的 

/X0_ Hxo + Ant/oll 7 " 0 ^ 0 >£ ° 

矛盾. 

再取5 2 > 0,使得 | A | <如时，有 


1 A | r ^ 

1-| A | 12' 


则 




Smulian [ 17 j 在 1940年， K . Fan 和 Glicksbergl 7 ) 在 1958年讨论了赋范空间 X 的 
强圆 (strongly rotund ) 或强凸 (strongly convex ). 设 X 是赋范空间，若对于 X 的一 ' 
个任意非空凸子集 C，t — d (0， C ) 时，都有 CC \ tB x 的直径趋于0,则称赋范空间 
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X 是强圆的或强凸的.不过，这样定义的强凸性无法点态化，并且强凸的 Banach 
空间一定是自反的. 

设 X 是赋范空间，对于 a : e X ,|| x || = 1, 一般记 D { x ) = {/ e X * I ll/ll = 
1, f ( x ) = 1}. 这里采用 Wu Congxin 和 Li Yongjin 在 _ 的强凸概念，它在形式上会 
简明一些，也合理一些. 

定义 5.1.3 t 22 ! 设 X 是赋范空间，吻 e X , || x 0 || = 1,若 ： e X ,|| a : n || = 
1, /xoC^n) — 1 对某个 /z 。 e D ( x 0 ) 成立时，都有 || a; n — x 0 || —» 0 ， 则称 a ; 0 是赋范空 
间 X 的强凸点.若任意 : r e S x ,x 都是赋范空间 X 的强凸点，则称赋范空间 X 是 
强凸的 （strongly convex ). 

不难验证，强凸可以用下面的等价条件来刻画. 

性质 5.1.4 设 X 是赋范空间，则 X 是强凸的充要条件为对 任意 ; r e Sx , f x e 
D ( x ) 和任意的 e >0, 都存在 <5>0,使得当 yeS x 和 \ f x (~^-)\ > 1- J 时，都有 
|[x - y || < e . 

容易证明，强光滑和强凸是共轭概念. 

性质 5.1.5 设 X 是赋范空间，则 

(1) 若 X * 是强光滑的，则 X 是强凸的. 

( 2 ) 若 X * 是强凸的，则 X 是强光滑的. 

证明 （1) 若 a : e X , || x || = 1, 并且 〜 e X ,|| rr „|| = 1, 厶 (〜） - > 1 对某个 
/x £ D { x ) 成立，则 x n ( f x ) = f x ( x n ) ^ 1, 并且 a :„ e S x ... 既然 JT 是强光滑的， 
因此 - F \\^0 对某个 F 成立.故 F (/ x ) = ^lim x n (/ x ) = 1. 由于强光 

滑的赋范空间都是光滑的， 故厶是 X * 的光滑点，因此 T = F , 从而 || x n - x ||^0, 
所以 X 是强凸的. 

(2) 若 a ; e X , ||*|| = 1,/„ € XM |/„|| = l , f n ( x ) 1,则存在某个厶 e 5 x , 
使得 fx { x ) = 1,故 ; C e D ( f x ) C X **. 既然 X * 是强凸的，并且 x { f n ) 1,因此 
||/„-/x|| — 0, 所以 X 是强光滑的._ 

性质 5.1.6 设 X 是赋范空间，若 X 是强凸的，则 X 具有 Radon - Riesz 性质. 

即对于任意 x e X , 当 rc „ 弱收敛到; r , 并且 llrcnll — l | a ;|| 时，有 ; r „ — > a :. 

5.2 非常光滑和非常凸性 

定义 5.2.1 设 X 是赋范空间， z 0 e X , || a ： o || = 1，若 /„ e XM |/ n || = 
1, 九⑷ — 1时，都有某个 / e XMI/II = 1,使得 {/„} 弱收敛到/, 则称; r 0 是 
賦范空间 X 的非常光滑点.若任意 a : e S x ， x 都是赋范空间 X 的非常光滑点，则 




5.2 非常光滑和非常凸性 


• 83 • 


称赋范空间 X 是非常光滑的 （very smooth ). 

设 ： co e 是 X 的非常光滑点，若存在 g，h e X*,g,h 6 D(x 0 ), 则对于 

hk = g,f 2 k+i = h ，有 f n (x 0 ) — 1 ， 因此有某个 / e X *，11/11 = 1 ， 使得 {/„} 弱收敛 
到 /, 因而/ ㈤ =没 ㈤ = / l (； C ) 对任意 a ; e X 成立，所以 D ( x 0 ) 只有唯一一个点， 
故—定是 X 的光滑点. 

性质 5.2.1 设 X 是赋范空间，则下列条件等价： 

(1) x 0 是非常光滑点 • 

(2) 任意支撑泛函 cr :办 — 知•在吻是范数到弱连续的. 

M - 理想是 Alfsen 和 Effros 在1972年 W 首先研究的.设 M 是赋范空间 X 的 
闭子空间，若存在一个投影 PeLpC ' X *), 使得 || Px *|| + || x *- Px *|| = || a ;*|| 对所 
有的 x * e X * 成立，并且 kerP = 则称 M 是一个 M - 理想 （ M - ideal ). 例如 Co 
是 loo 的一个 M - 理想. 

容易知道，若 ： r e M 是 X 的非常光滑点，则 : r 一定是子空间 M 的非常光滑 
点 . Rao 在2003年讨论了非常光滑点的性质 I 15 】，他先证明了下面的引理. 

引理 5.2.11 15 】 设 X = 若 y e M , || y || = l,z 6 iV , 叫| < 1 •则 

x = y + z 支 X 的光滑点当且仅当 x AM 的光滑点. 

利用该引理，他证明了下面的性质. 

性质5.2.2[ 15 】设 M 是 X 的一个 M - 理想，则的非常光滑点也是 X 的 
非常光滑点. 

Godefroy 和 Indumathi 在2002年讨论了非常光滑点的性质叫.若 X * 的弱 * 
序列收敛和弱收敛是一致的，则称 Banach 空间 A ■为 Grothendieck 空间.容易知 
道，若 : r e X 是 X ”的非常光滑点，则: r 是 X 的光滑点.反过来，下面结果成立. 

性质5.2.3〖 9 】 设 X 是 Banach 空间，若商空间 X**/X A Grothendieck 空间， 
则; reX 是 X 的非常光滑点时， x A X ** 的非常光滑点. 

推论 5.2.1 間 设 X 是 Banach 空间，若商空间 X **/ X 是自反的， M'l x e X 
IX 的非常光滑点时， a ; 是 X **的非常光滑点. 

性质5.2.4( 9 )存在 Banach 空间 X ， 使得 X 有一个非常光滑点 z ， 但 z 不是 
X **的非常光滑点. 

性质 5.2.5 设；是非常光滑的 Banach 空间，则 X —定是自反的. 

证明对于任意/ G 知.，由 Bishop - Phelps 定理，存在/„ e S x ., 使得||/„ - 
/II 0,并且对于每个 n , 有; E „ e Sx , 满足 fni ^ n ) = 1- 

由于 x * 是非常光滑的，||/„ - /II — 0,而 : e X **是八的支撑泛函，因此 
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: c „ 在 X **中弱收敛到/的支撑泛函 F /. 

因为 X 是 X **的范数闭的线性子空间，故根据 Mazur 的定理可知 X 在 X ** 
中是弱闭的，因此 F / e X ，因而存在 a ; e 知，使得2； = i 7 ), 所以，/ ㈤ =1，故 
Banach 空间 X 是自反的. ■ 

推论 5.2.2 设 X * 是强光滑的 Banach 空间，则 X —定是自反的. 

不难验证， ^ xex , llxll = 1是的光滑点，则; C 是 X 的非常光滑点，因 
此若 X **是光滑的，则 X —定是非常光滑的.因而下面结论成立. 

推论 5.2.3 设 f * 是光滑的 Banach 空间，则 X —定是自反的. 

Diestel 和 Faires 在1974年证明了非常光滑的 Banach 具有 RNPW . 

性质 5.2.6 W 若 Banach 空间 X 具有等价的非常光滑范数，则 X —定具有 
Radon-Nikodym 性质. 

定理 5.2.1 W 若 Banach 空间 X * 是弱局部一致凸的，则 X 是非常光滑的. 

证明由于 Banach 空间 X * 是弱局部一致凸的，故 X * 是严格凸的，因而 X 
是光滑的.故当 〜， x £ X , || a : n || = 1, || a ：|| = 1,并且|卜„ - ; r || -> 0时，有/弱 * 收 
敛到 /*, 因此 f Xn {x) ^ f x (x) = 1 ,这样就有 

2 ^ ||/a; n + fx\\ ^ (fx n + fx)(x) —> 2. 

故 ||/r„ + /:r|| — 2. 由 X* 是弱局部一致凸的 可知厶 „弱收敛到厶，所以， X 是非 
常光滑的. ■ 

Tacon 在1970研究了性质 A ， 他定义的性质 A 是指赋范空间 X 是光滑的， 
并且& — z 时，一定有弱收敛到九，因此不难验证这里的性质 A 就是非常 
光滑 [ 19 L 

他先证明了下面的结论. 

定理5.2.2[ 19 】设久是非常光滑的 Banach 空间，则存在一个集合 r 和从 X * 
到 co ( r ) 的有界一一对应的线性算子 T . 

Li Yongjinl 11 !, Tegusi , Suyalatu 和 Li Yongjin 在 1997 年考虑了非常光滑的共 
轭概念 [ 21 1. 

定义 5.2.2 [ u l 设 X 是赋范空 间，； E 0 e X , || x 0 || = 1，若 〜 e X ,|| x n || = 
l ，/( Zn ) 4 1 对某个/ e D ( x 0 ) 成立时，一定有 { x n } 弱收敛到； c 0 , 则称; c 0 是赋范 
空间 X 的非常凸点.若任意 ; c e Sx , x 都是赋范空间 X 的非常凸点，则称赋范空 
间 X 是非常凸的 （very convex ). 

对于 : c e X ,|| o ：|| = 1 , 设 a ; 是 X 的非常凸点，如果存在 y,z ^ S x , 使得 a ; = 
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y ~^ Z ^ 则存在 / G D{x ), 使得 /⑷ =/(?/) = /(z) = 1 . 因此对于 a ： 2fc = y, a ： 2fc+i = z, 

有 f{ x n) —» 1, 因而〜弱收敛到 a ;, 所以 a ; = y = 2, 故 re 一定是闭单位球 Sx 的 
端点.容易理解，非常凸的赋范空间一定是严格凸的. 

非常光滑和非常凸是共轭概念. 

定理 5.2.3 t n ] 设 X 是赋范空间，则 

(1) 若 X * 是非常光滑的，则 X 是非常凸的. 

(2) 若 X * 是非常凸的，则 X 是非常光滑的. 

证明 (1) 设 X * 是非常光滑的， xeX , || x || = 1， 若 〜 e X ， || x n || = 1, f ( x n ) ^ 
i 对某个 / e D { x ) 成立，则 <*(/) -> l , 既然 x * 是非常光滑的，因此存在某个 
F G X * M | F || = 1,使得 {X；*} 弱收敛到 F ，故 F (/) = n lhnx ；*(/) = 1. 由于非常 
光滑空间都是光滑的，故据 X * 是光滑的可知 F = x , 所¥°^„}弱收敛到 : r ， 故 X 
是非常凸的. 

(2) 设 X * 是非常凸的， x € X , llxll = 1，若 /„ e x *， ||/„|| = 1， /„($> — 1,则由 
Hahn-Banach 定理，存在某个 / e X *，||/|| = 1 使得 f ( x ) = \, Wix & X **, x € D ( f ), 
并且 x ( f n ) — 1 成立.既然 X * 是非常凸的，因此 {/„} 弱收敛到 /. 所以， X 是非 
常光滑的. ■ 

大家知道，若 X * 是严格凸的，则 A ： —定是光滑的,但反过来就不一定成立了. 
Tacon 利用上面结果证得了非常光滑的 Banach 空间存在等价共轭严格凸范数. 

定理5.2.4[ 19 】设 X 是非常光滑的 Banach 空间，则 X 存在一个等价范数 
II - Hi , 使得 ( X , || • Ih )* 是严格凸的. 

5.3 Hahn-Banach 光滑性 

Sullivan 在 1977年引入了 Hahn-Banach 光滑性丨 18 !. 

定义5.3.1[ 18 1 设； t 是赋范空间，若在 X …中，当 ll ^+ x^H = |卜*|| = 1时， 

有 X 1 - = 0,则称赋范空间 X 是 Hahn-Banach 光滑的 ( Hahn-Banach smooth ). 

容易知道，赋范空间 X 是 Hahn-Banach 光滑的当且仅当 a:* € X*** 是 a:*|x 
在 X ** 唯一的 Hahn-Banach 保范延拓 . 

对于任意 Banach 空间 X ,都有 X *** = z * ㊉ X x . 并且对于 a :* e X * 和 

a : 丄 eX 丄，有 l^+x^H > | 卜*||. 

性质 5.3.1! 18 】 设 X * 是 Hahn - Banach 光滑的 Banach 空间，则 X 是自反的. 
Namioka 和 Phelps 【 13 】 讨论了性质 (**): 对于任意< e X *，若4弱 * 收敛到 
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X *,并且||<|| 1141，则4 容易知道 x * 具有性质 （**) 就是 x * 的单位 

球面上的弱 * 收敛和范数收敛是一致的. 

若 X 不是强光滑的，并且 X * 具有 性质卜 *)，则 X —定不是光滑的. Sullivan 
得到了下面关于 Hahn-Banach 光滑性的结果. 

性质 5.3. 2[ 18 ]若； T 具有性质（**)，则 Banach 空间 X 是 Hahn-Banach 光 
滑的. 

证明反证法.假设在 X ***中，有 || x * + a : 丄|| = 1，||3；*|| = 1，但||3 ； 丄||> 0 >0. 

令五是由/和 y 在 X ***生成的二维子空间，记为 X 的有限维子空 
间按包含做成的定向列.由局部自反性可知，对于每个 a ， 有线性映射 T a :五― X *， 
满足 


(a) T a x * = x *. 

(b) 对于 ar 1 G X ± 1 x ^( x a ) = x *( x a ) 对每个 a： a G i 7 ^ 成立,这里; r a = : T a ( x * + 

x 丄 ). 

(c) 对于每个 e G E ， 

0 - ^) 圆雛 G + 4) M _ 

结合 （ a), (b) 和 （ c), 有 < 弱* 收敛到 z*, 并且 |K|| ^ II?|| .但 -x*|| = 
||T q (x x )|| 不为 0, 这与 X* 具有卜 *) 性质矛盾，所以， Banach 空间X是 Hahn- 
Banach 光滑的 .■ 

Basu 和 Rao 在 1998 年讨论了 Hahn-Banach 光滑空间的性质 [ 2 1. P51dvere 证 
明了 Hahn-Banach 光滑是可分决定的[ 5 1， Basu 和 Rao 给出了简化的证明. 

定理 5.3.1 [ 2 】 设义是 Banach 空间，则 X 是 Hahn-Banach 光滑的当且仅当 
X 的每个可分子空间都是 Hahn-Banach 光滑的. 

定理 5.3.2 间 Hahn-Banach 光滑不具有三空间性质. 

实际上，若 M 是 Banach 空间 X 的 Hahn-Banach 光滑子空间，并且不是自反 
的，则 X/M 是 Hahn-Banach 光滑的，但 X 不是 Hahn-Banach 光滑的. 

Sullivan 在 1977 年证明了下面的结论[ 18 1. 

定理 5.3.3_ 若 X* 是 Hahn-Banach 光滑的，则 X 是自反的. 

若 Banach 空间X的每个交集为空集的闭球族一定有有限的子闭球族的交集 
为空集，则 Banach 空间久称为具有有限交性质 (FIP). Basu 和 Rao 在1998年讨 
论了 Hahn-Banach 光滑与自反的关系. 

定理 5.3.4 I 2 ! 若 Banach 空间 X 是 Hahn-Banach 光滑的，并且具有有限交 
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性质 FIP ， 则； S ： —定是自反的. 

若 x e X 是 X 的非常光滑点，则 a : 是 X 的非常光滑点 . Godefroy 和 Indumathi 
在2002年讨论了光滑点与非常光滑点的关系 

性质5.3.3[ 9 】 设 •/是 Hahn - Banach 光滑的 Banach 空间，若 >7 Q X 是一个 
M- 理想，并且 X/J 没有任何光滑点，则 X 的每个光滑点都是 X 的非常光滑点. 

Hu Zhibao 和 Lin Bor - Luh 在1993年证明了下面的结果. 

性质 5.3.4 I 10 ) 设 X 是 Banach 空间，若 X 是 Hahn - Banach 光滑的，则 
U>(ji ， X) 先 Hahn-Banach 光滑的. 

Cheng Dongjian 和 Lin Bor - Luh 在1998年利用球分离给出了下面 Hahn - 
Banach 光滑的特征. 

定理 5.3.5 I 3 ! 设 X 是 Banach 空间，则下列条件 等价： 

(1) ；!：是 Hahn-Banach 光滑的. 

(2) 对于 X **的每个弱 ** 超 平面孖 和任 意的； r ** € X**\H, 存在一个 X ** 
中，球心在； C 的球 B**, 使得; r ** € B**, 并且 B**f]H = 0. 

Lima 在 1983 年 l 12 】 考虑了子空间 M 相对于全空间 X 的 Hahn - Banach 光 
滑性. 

定义5.3.2! 12 】设 iW 是赋范空间 X 的子空间，若 M 上的子空间的每个线性 
连续泛函在 X 上都只有唯一的保范延拓，则称子空间 M 在 X 中是 Hahn-Banach 
光滑的. 

定义 5.3.3 f 12 J 设 M 是赋范空间 X 的子空间，若 M 上的子空间的每个在 
M 的单位球上达到其范数的线性连续泛函在 X 上都只有唯一的保范延拓，则称子 
空间 M 在；中是弱 Hahn - Banach 光滑的. 

Taylor _* Foguelf 8 】 证明了赋范空间 X 的每个子空间 M 在 X 中是 Hahn - 
Banach 光滑的当且仅当 X * 是严格凸的. 

设 M 是赋范空间 X 的子空间，记= {/ e X * | ||/|| = II / Hm }, 根据 
Phelpst 14 !, Lima 得到了下面的定理丨 12 】. 

定理5.3.61 12 ! 设 M 是赋范空间 X 的闭子空间，则下列条件 等价： 

(1) M 在 X 中是 Hahn - Banach 光滑的. 

(2) ^ f eX*, 则存在唯一的使得 II / — = 丄). 

(3) 若并且 / + S eM 丄，则 / + 3 = 0. 

(4) X * 中的任意元素都可以按唯一的方式写成和 M 丄中元素的和. 
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Oja 和 P 51 dvere 在1996年还讨论了闭子空间 M 在 X 中是 Hahn - Banach 光 
滑的与球列的相交性质的关系 

Lima 还得到了弱 Hahn - Banach 光滑的刻画 [ 12 1. 

定理 5.3.7[ 12 1 设 M 是赋范空间 X 的闭子空间，则下列条件 等价： 

(1) M 在 A ： 中是弱 Hahn-Banach 光滑的. 

(2) 若； c e M,y € X , 满足 || x || = 1,||2/|| = 1， 并且 e > 0, 则存在 r 彡 1 和 
zEM , 使得 

max{||rx + {y - z)\\, \\rx - (y - z )||} < r + e . 

证明 (2) => (1) 设 / e M * 为对某个 x € M ,\\ x \\ = 1，有 "/If = f ( x ) 的泛 
函， g、h e X * 为 f 的保范延拓 ， e > 0, 则只需证明对于每个 y e X ，_ = 1，有 
(9~ h )( y ) < 2||/||£. 

取 r 彡 1 和 2 ： eM ， 使得 max {|| ra ; + (y - z)\\, \\rx — (y — z )||} < r + e , 贝 ！ J 

( 5 -/ i )( 2 /) + 2 r ||/|| 

=(5 - h){y) + 2rf(x) 

=(9 - h)(y) + g(rx) + h{rx) 

=g(rx -\-y — z) -\- h(rx — y-\-z) 

<||3|| - Ik* + 2/-^|| + ||A|| - ||rx -y + z\\ 

^2 ||/||(r + e ). 

所以 ， (ff - h)(y) < 2||/|| e . 

(1) => (2) 反证法 _ 假设 （2) 不成立，则存在 x e M,y & X, || x || = 1, ||?/|| = 1 和 
e > 0,使得 

M 门 B{y + rx , r + e ) 门 B(y — rx, r + e) = 0 
对所有的 r > 1 成立. 

令 A = U B(y + rx,r) 和 B = [J B(y -rx,r), Am = {( x , x ) € M x M }. 则 *4 

r>l r>l 

和 S 是凸集，并且在 X ㊉ ％ X 中，有 

A M f)[(Ax B )+ B ( O , e )] = 0. 

由 Hahn - Banach 定理，存在实数 A 和 gi,g 2 eX*, 使得 


sup (, 1+52 )( x )< A < 物 ㈦ ). 
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既然 M 是子空间，因此有 gi + g 2 e M - 1 . 若 （ u ， i ;) e A x 尽则 
||w - (y + rx )\\ 彡 r 和 |卜 一 （y — rx )|| < r 
对所有足够大的 r 都成立.故 


0 < A < inf [ firi(y + rx ) + g 2 (y - rx ) - r \\ g !\\ - r || g 2 ||]- 


因此 


Hlffill + HI52II + A < gi(y + rx ) +52(2 / - rx ). 
两边同时除以 r ， 令 r — oo , 则 


||5x|| + ||52 1| < gi ( x )+ g 2 (- x ) < ||si|| + ||g 2 ||. 
因而， 5i 和 -52 都是 f = 9 \\ m 的保范延拓.并且 


^•IISill + r || p 2 || + A ^ 51(2/) + r || 仍 II + g 2 ( y )+ r || ff 2 ||， 


故 


0 < A < 51(2/) +32(2/)- 

从而， 3i # - 92 - 但这与 M 在 X 中是弱 Hahn-Banach 光滑的矛盾.所以，⑴=> (2) 
成立. ■ 

容易知道下面定理成立[ 12 1. 

定理 5.3.81 12 ! 下列条件 等价： 

(1) X 是光滑的. 

(2) X 的每个一维子空间在 X 中是弱 Hahn-Banach 光滑的. 

(3) X 的每个闭子空间在 X 中是弱 Hahn-Banach 光滑的. 

(4) X 的每个过 0 点的闭超平面在 X 中是弱 Hahn-Banach 光滑的. 

证明明显地 ，⑴ => (3) 4⑷和 （ 3) 4 (2) 令⑴ 是容易的. 

对 于⑷今⑴， 假设 （ 1) 不成立，则存在 x e X, || a :|| = 1 和/, 5 e D(x),f^g, 
令 M = (ker/f|kerg) + { Ao ; I A e /?}, 则 M 是一个闭超平面，并且在 M 上， 
有/ = 并有 ll/ll = ||/ I | m . 因此/和 5 是 / Im 的保范延拓，并且 M 不是弱 
Hahn-Banach 光滑的.但这与 （ 4) 矛盾，所以 （ 4) => (1) 成立. ■ 
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5.4 极端光滑性 


Sullivan 在1977年引入了 Banach 空间的极端光滑性 t 18 l . 

定义5.4.1[ 18 】 设 X 是赋范空间，若 x ***, y *** e 5 x — e 知.•，当 
x ***{ x **) = y ***( x **) = 1 时，有 x *** - y *** € X L , 则称赋范空间 X 是极端光 
滑的 (extremely smooth ). 

不难验证，若赋范空间 X 是极端光滑的，则 X * 是严格凸的，因此^有一个等 
价的范数 IMU ， 使得（ X ， || • IU ) 是光滑的，但它不是极端光滑的. 

Sullivan 得到了极端光滑性的刻画. 

性质5.4.1_ 赋范空间 X 是极端光滑的充要条件为当 W € S x .., x * n > y* n e 

Sx -, lim x **( x „) = 1, lim x **( y n ) = 1 时，一定有 4 — 3 /二弱 * 收敛到 0. 

n—*oo n—^oo 

证明若赋范空间 X 是极端光滑的，假设存在某个: r ** e S x “ 和2/ e 办 ，有 
K^Vn ^ s x -, 使得 = 1，但 |« - y * n ){ y )\ 大于 0 •则 

对于 {;<} 和 { y * n } 的弱 * Ml x ***, y *** e X …，有 


|( x ***- y ***)( y )|>0, 


但这与赋范空间 X 是极端光滑时 - y *** e Xi 矛盾. 

反过来，假设赋范空间 X 不是极端光滑的， A „ 下降并趋于0, a :**， 2/和 e 满足 


/?(x ， A n y) 


^ £ > 0 . 


对于每个 n ， 选取和乂，使得 x * n , y * e S x .、 并且 


( f * + \ n y ){ x * n ) ^ || x ** + A n t /|| - \ 2 n 


和 


{ x **+ \ n y ){ y * n )^\\ x **+ \ n y \\-\ l ， 


则 lim x **( x *) = 1, lim y **( x *) = 1. 

n—*oo n—>oo 

但是 

2 + A n £ — 2A^ ^ + A n y|| -f- ||x** — A n 2/|| - 2 入》 

< a ;-«+ 2 /；) + A n «- y ；)( 2 /) 
^2 + A n «-2/：)(2/). 


因此 lim « - Vn )( y ) ^ e >0, 矛盾.所以，结论成立. ■ 

n ― >oo 
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Smith 和 Sullivan 在1976年[ 16 1还进一步讨论了极端光滑的性质. 

性质5.4.2[ 16 】賦范空间 X 是极端光滑的当且仅当对所有的： c ** e Sx •.和 
y e Sx ， 有 

lim || x**+^H + || x **-^||-2 =Q 

t->0 + t 

定理 5.4.1[ 16 1 若赋范空间 X 是极端光滑的，则对任意的 ； e X**,d(x**, 
X) = || a :**|| 当且仅当任意 4 e Sx-,x**(x*) ^ hi 时，一定有弱 * 收敛到 0. 

推论5.4.1[ 16 〗若赋范空间 X 是极端光滑的，并且对某个 f e S x .. 有 
d ( a :**， X ) = 1，则不是 X **的非常光滑点. 

推论 5.4.21 16 ! 若赋范 空间久 是极端光滑的，则所有在； ST * 上，满足 d ( x **, 
X ) = 1的 z “在 S x .. 是稠密的. 

证明由于对任意在上达到其范数的: r ** e S x "' 都有 d { x *\ X ) < 1, 
故由 Bishop - Phelps 定理可知，这种点全体在 S x “ 是稠密的. ■ 

Smith 和 Sullivan 在1976年【 16 1还利用球套定义了 W 性质，并证明了具有 W 
性质的 Banach 空间一定是极端光滑的. Sullivan 在1977年引入了 Banach 空间的 
极端圆性 #1. 

定义5.4.2[ 18 1 设 X 是赋范空间，若 X 的每个有限维子空间在； " T * 中都是 

的 Chebyshev 子空间，则称赋范空间 X 是极端圆的 （extremely rotund ). 

Sullivan 证明了每个方向都是一致凸的赋范空间都是极端圆的 [ 18 1. 


Joram Lindenstrauss 于1936年10月28日出生，是著名的以色列数学家，主要 
研究泛函分析，他是以色列耶路撒冷希伯来大学 (Hebrew University of Jerusalem ) 
的 Einstein 数学研究所的教授. 

Lindenstrauss 在1962获得 Hebrew 大学的博士学位 ，博士论文为 Extension of 
compact operators . Lindenstrauss 从 1965 年开始在大学工作，于2005年退休，2012 
年去世. 

Lindenstrauss 的工作包括泛函分析和几何的很多领域，特别是 Banach 空间 
理论、有限和无限维凸性、几何非线性泛函分析 (geometric nonlinear functional 
analysis ) 和几何测度理论 (geometric measure theory ). 他发表了超过100篇的学术 
论文，出版了几本 Banach 空间理论很有影响的著作，如与 Tzafriri 合著的 Classical 
Banach Spaces I 和 Classical Banach Spaces II 等. 

Lindenstrauss 著名的结果有 Johnson-Lindenstrauss 引理并证明了 具有 Radon - 
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第 6 章粗范数与凸性 


学术自由“就是可以自由地发表新思想和新发现，不仅不必因其向正统战而 
怀有畏惧之心，并且确信这种新思想或新发现如果经得起考验，就可以变成新正统 
以代替旧正统.在科学研究领域中是不分等级高下的，科学上的权威不是一成不变 
的，而学问的整个结构是由构成真正学识的共同意见结合而成的.就这一点而言， 
学术专业似乎确立了超越国家、民族、政治、宗教而独立的不成文的专业标准了 

Eric Ashby (1904-1992,英国，高等教育思想家) 

范数的光滑反映了范数作为泛函的可微性，这是 Banach 空间范数“好”的性 
质.粗范数要揭示的是范数“坏”的性质. Leach 和 Whitfield 在1972年⑼引进粗 
范数的概念,他们利用 Kurzweil 在1954年文献问中的技巧，讨论了粗范数的性质. 
Kurzweil 实际上已经证明了 C 7[0,1] 和；：的范数是粗范数. 

6.1 粗范数 


Anantharaman 在 1981 年 ⑴， John 和 Zizler 在 1978年 【 7 】， Leach 和 Whitfield 
在1972年％ Sullivan 在1978年等讨论了粗范数的相关性质. Godini 在1983 
年给出了粗范数的一些等价性质 . 

6.1.1 粗范数的定义和性质 


设 X 是实的 Banach 空间，对于任意 a :, 2 / € X ，用 r ( x 1 y ) 记范数|| . ||在 a : 点 
以 y 为方向的 Gateaux 导数，即 


r ( a ;, y ) = lim 


Hx + ty|l - ||x|| 
t 


对于任意 x € X , iB D ( x ) = {f e X * \ f ( x ) = 1, ll/ll = 1}. 对于任意 / e Sx ., 
记 = {x e X \ f ( x ) = 1, \\ x \\ = 1}. 则由 Ascoli-Mazur 定理，对于任意 

x，y GX ， 有 

丁 ( x , y ) = max { f ( y ) | / G D { x )}. 

定义 6.1.11 89 ! 设 X 为 Banach 空间，若存在 £ > 0, 使得对每个 : r e X 和 
<5 > 0 ,存在 xi,X 2 ^ X, \\xi — x|| < S,i = l,2,u e Sx , 满足 r(a ： 2 , u) — t{x\,u) > e. 
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则称 X 的范数是粗的 ( rough ). 

John 和 Zizler 在1978年【 7 】证明了下面的结论. 

性质 6.1.1 ⑺ 下列性质对于 X 的范数是等价的： 

(1) X 的范数不是粗的. 

(2) 对于任意的 e > 0,存在； r e 办，使得当 fn,9n e 5 x >, lim /„( x )= 

n—»oo 

lim g n { x ) = 1 时，有 

n—*oo 

lim sup ||/„ - g n \\ < e . 

n—>oo 


性质 6.1.2 ⑺ 下列性质对于 X * 的范数是等价的： 

(1) X * 的范数不是粗的. 

(2) 对于任意的 e > 0, 存在 / e Sx ., 使得当 X n ,y„ € Sx , lim f(x n )= 
lim f(y n ) = 1 时，有 

n—»oo 

Jim sup||x n - yrl ||<£. 


对于 X 的有界集记 ^4 的直径为 diam A = sup{||x — y || \ x,y £ A ). Godini 
在 1983 年得到了粗范数的等价条件 

定理 6.1.11 3 ! 下列性质对于 X 的范数是等 价的： 

(1) X 的范数是粗的. 

(2) 存在 e > 0, 使得对每个 x e Sx , 有 y e Sx , || i /- x || < S , 满足 diam ( D ( x ) |J 
D ( y )) ^ 

证明 （1) ^ (2) 由于 M | 是粗范数，选取定义 6.1.1 中的 e > 0,令 e ' = 

jr 

e Sx 和 ◦ < 6 < 2. 根据 （ 1 )， 对这个 : c € Sa ■和 g ， 存在 x li X 2 ,u € X, ||a：£ - 
x \\ < 5 ,2 ' = 1)2,^ e Sx ^ 满足 r ( x2 ^ u ) — r { x \ ) u ) 彡 £ ■•由 Ascoli-Mazur 定理，有 
fi G D ( xi),i = 1,2, 使得 T(x iy u) = fi [ u),i = 1,2 •故 


e < t(X 2 ， w) — r(xi,u) = f 2 {u) - fi(u) ^ ||/i - / 2 ||. 


既然而 / 0, 可令队 = rp -^,2 = 1,2. 设 / € D ( a ;)， 贝 lj 

2£^||/i-/2|KII/i-/IKH/-/2||. 


因此 


〆 < ll/i — /II 彡 diam (D(x) |J D(yi)) 
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e ’ < II/2 - /|| < diam ( D ( x ) (J D ( y 2 )). 

所以， （2) 成立.即⑴ (2) 得证. 

(2) => ⑴设 e > 0是 （2) 中的 e , 令 e ' = |, or e Sx . 由⑺可知，对于每个 n , 存 
在 y n e 5 x ,||2/ n - a ：|| < 满足 diam ( D ( x ) (J £)( y n )) 彡 e •取 f n , g n e D ( x)\J D ( y n ), 
使得 ll/n ~ 9 n \\ ^ 对每个 n 成立. 

明显地，有 lim f n ( x ) = lim g n [ x ) = 1, 并且 lim sup ||/ n - p „|| > e ', 因此由 
性质 6.1.1 可知 STihi 是粗 H ■ ― 

推论 6.1.1 PI 下列性质对于 X 的范数是等价的： 

(1) X 的范数是粗的. 

(2) 存在 £ > 0,使得对每个 x e Sx , f G D ( x ) 和 5 > 0,有 y e Sx，||y — a;|| < 
满足 sup {||/ - g \\ I g G D ( x )} ^ e . 

推论 6.1.2 问 下列性质对于 X 的范数是等 价的： 

(1) X 的范数是粗的. 

(2) 存在 £ > 0, 使得对每个 x e Sx 和 <5 > 0, 有 Xi,x 2 ,u e Sx, ||xi - x|| < 
S,i = 1,2 , 满足 r(x 2 , u) + r(xi,—u) ^ e. 

(3) 与 （ 2 ) —样，但 = X 2 或者 a ； i , a ：2 中有一个等于 a ；. 

证明 （1) 4 (2) 由于 - r ( xi , u ) ^ t(xi,-u) 是一个已知的著名结论，故由粗 
范数的定义可知 （2) 成立. 

(2) => ⑴由 r ( x , y ) = max { f ( y ) \ f G D ( x )} 可知 （2) 意味着定理 6.1.1 的 （2) 
成立，因此 X 的范数是粗的. 

(1) => (3) 由定理 6.1.1 的⑴今 （ 2) 可知，存在 e' > 0,使得对于每个 xGS x 
和6 > 0，存在 2 / e Sx, ||y - x\\ < S, 满足 diam (D(x) |J D{y)) ^ e' . 取 f，g e 
D(x)U D(y) 满足 11/ - p || > $, 则存在 u e 办， 使得 （/ - g)( u ) ^ £ ~. 

若 / S D ( x),g € D ( y)(f e D ( y),g G D { x ) 是类似的)，则由 （1) 可得 ^ 彡 
/⑷ + y (- w ) < r ( x , u ) + r ( y } - u ). 

类似地， 若 f'ge D ( x ) 或 /， ff e D ( y ), 分别可证明 r ( x , u ) + r ( x , - u ) 彡 $ 或 

£ ' £ ' 2 
r ( y , u ) + r ( y ,- u ) ^ . 因此 （3) 对 e = 百成立. 

既然 （3) 令 （1) 是明显的，所以，推论 6.1.2 得证. ■ 

Godin ! 还得到了粗范数的等价条件问. 
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推论 6 . 1 . 31 3 ! 下列性质对于 X 的范数是等价的： 

(1) X 的范数是粗的. 

(2) 存在 e > 0,使得对每个 X e Sx 和6 > 0,有 y,u e S x , \\y - x \\ < S , 满足 
T ( y , u ) > e 和 r ( y , — u ) > e, 或者 r(x, m ) 彡 e 和 t(x, —u) ^ £ — S. 

设 X 是赋范空间，若 X 的每个有界闭凸集 K 都是包含 K 的闭球的交集，则 

称 X 具有性质 （ 5). Phelps 在1960年得到了下面的结果 

引理 6.1.1 [ 1G ] 设赋范空间 X 具有性质 （习， 若/ e 和 0 < e < 1， 则存 

在 J ( e ) >0 x e Sx, 使得 y e Sx DBa ：(： M ) 时，有 D ( y ) C B x >{ f , e ). 

利用引理 6.1.1 和定理 6.1.1， 可知道下面推论成立. 

推论 6.1.4 M 若赋范空间 X 具有性质 （5)， 则 X 的范数不是粗的. 

粗范数与光滑性有什么关系呢？ Godini 给出了下面令人吃惊的例子 

1 

) ,对于任意 : C € L 定义 ||； r || = 


SU PS 2^ 

V, i=l 

x e Sx , Phelps 在 [10] 中证明了对任意满足 y(;r) = 1 的 y e 5x*, 存在序列 e X *， 
使得 2/n ㈤ — 1 ， ||y„|| -* 1 和 ||2M — 2/11 彡 i •令 / n = 2/ ， 9n = 则 /n ，％ e S x 、 

并且 lim f n (x) = 1, lim g n (x) = 1, lim sup ||/ n - g n \\ > e, 因此 ， X 的范数是粗 
的 . 是光滑的 111 其范数是粗 i. 00 

另外， John 和 Zizler 在 1978 年给出了一个例子，存在 Banach 空间 X 没有光 
滑点，但 X 的范数不是粗的 A 

6.1.2 粗范数的共轭概念 

Godini 在 1983 年考虑了粗范数的共轭概念叫 

对于 / e Sx *， 记 D^(f) = {x e I f(x) = l},Dom (D _1 ) = {/ e 
Sx- I D~\f)^0}. 

定义 6.1.21 3 ) 设 X 为 Banach 空间，若存在 e > 0, 使得对每个 / € Dom ( 乃 - 1 ) 
和 5 > 0, 存在沒 e Dom ||g — /|| < 6, 满足 diam (D _1 (/) (JD -1 ^)) > e . fj 

称 X 的范数具有共扼粗性质 (dr). 

如果是在共扼空间 X * 上，并且上面定义中选取的 f 和 ff 是弱 * 连续的，则称 
X* 的共轭范数具有弱 * 共扼粗性质 (w*dr). 

为了证明粗范数和共轭粗性质是共轭关系，需要用到 Bishop 和 Phelps 的定理 . 


| y = { yi ) e loo, || y || = 1 >• 则尤 =( Zi ，||. II ) 是光滑的 [ 10] . 令 £： 〈-和 


在 loo 上定义范数 ||y|| = sup|2/i| + 

\ i=l 
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定理 6.1.2 [ 2 】 ilx e Sx,f & 5 x .,|/(x)-l| < y (0<e< 臺)， 则存在 
yeSx,ge D ( y ), 使得 11 / - p|| < e， 并且 ||a： - y \\ <e + e 2 . 

Godini 证明了粗范数与范数具有共轭粗性质是共轭概念 1 3 L 
定理 6 . 1.3 1 3 】 设X是 Banach 空间，则 

(1) x 的范数具有共扼粗性质当且仅当；的共扼范数是粗的. 

(2) X的范数是粗的当且仅当 X* 的共轭范数具有弱 * 共扼粗性质. 

证明 （1) 若X的范数具有共轭粗性质，设 e > 0是定义 6.1.2 中存在的 
£. 取/ e > 0 ,根据 Bishop 和 Phelps 定理， 存在 e Dom (D- 1 )， 使得 

II/1-/II < f 由义的范数具有共扼粗性质可知， 有 f 2 e Dom (D- 1 ), II/2-/1II < 

满足 diamp-iC^UD—H/2)) 取工，2/€£>- 1 (/ 1 )0£>一 1 (/ 2 )，使得 ||x-y|| ^ 

将 X 看作 X** 的子空间，则对 F e £>(/), 有 || x -F|| + ||F-2/|| ^ ||x-y|| > 

故不妨设 ||x-F|| ^ 既然 ll/ i-ZH <^,1 = 1 , 2 ,并且： c e D ( fi ) 对某个 i = 1 或 
2,因此 diam CDC/OU^K/i)) 彡所以，由前面的定理可知 X* 的共轭范数是粗的. 

反过来，若 X* 的共轭范数是粗的，设0 < e < 2是前面性质 6.1.2 中 （2) 的 e. 
取 / e Dom (Z? -1 ) 和 0 < J 〈寻， 由性质 6.1.2 可知，存在 x n , y n e Sx , lim f ( x n ) = 

4 n—»oo 

lim f ( y n ) = 1, 使得 lim sup||x n - y n \\ > e . 取 n 0 使得 |1 一 f ( x no )\ < —, |1 - 

n—*oo n—>oo o 

f ( yn 0 )\ < 并且 l^n 。 - 2/no II ^ 故对 Z (/)， 有 || ： T n 。—： r|| + \\x ~ y no \\ > 

8 p 

Ikno - VnoW ^ 因此，不妨设 ||a:„。— x|| 彡 3 .由 Bishop 和 Phelps 定理，存在 
z Q eS x J 0 e D{zol 使得 II 卻一 xj < (J， 并且 11 / - /oil < 5 •故 

I < lkn 0 - *|| < Ikno - 邛 II + N-®" < |+diam (£> -1 (/) (J^-^/o)), 

因此 diam { D -\ f ) y ] D -\ f 0 ))^ e -, 所以， X 的范数具有共轭粗性质. 

(2) 明显成立，因此定理得证 . _ 

从上面的证明可以看出下面性质成立. 

性质 6 . 1.3 [ 3 】 X的范数具有共扼粗性质当且仅当存在 e > 0 ,使得对每个 
/ 6 Dom (D _1 ),x e D ~ 1 ( f ) 和 5 > 0 ，有 .9 G Dom (£) _1 ), \\f — ^|| < S , 满足 
sup{||x - y|| I ?/ € £> _1 (5)} > £• 

存在严格凸的 Banach 空间 X, 它的范数具有共轭粗性质.实际上，在 k 上定 
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义范数 || y || = sup | yi |+ 祭)，对于任意 x e h ，定义 ||； r || = sup { ^\ y = 

(!/ i ) e / oo , Hj/II = l j ■.则 X = ⑺， II . II) 是光滑的 l 1 % 并且 Co 有等价范数使得喵 = h 
的共轭范数就是 Ml , 因此， CQ 在该范数下是严格凸的，并且该范数具有共轭粗 
性质_ 

若 X 是 Banach 空间， x e X ,则可以定义 X 在: c 点的粗度为[ 12 , 13 1_ 


rj ( X , x ) = 


lim sup 
ll^ll-o 


||x + ft>|| + ||x — h\\ — 2 

iM - 


容易知道， X 的范数在 o: 点 Prechet 可微就是 X 在 z 点的粗度为 V ( X , x ) = 0. 

对于给定的 e > 0, 若对于任意 : c e 知 ，有 r?(X,x) ^ e, 则称 Banach 空间 X 
是 e - 粗的. 

明显地， X 的范数是粗的就是存在某个 e > 0, X 是 e - 粗的.如果对于 e = 2, X 
是 2 -粗的，那么就说 X 的范数是极端粗的 （extremely rough). 


6.2 强粗范数 

对于赋范空间 x ' x 的范数是光滑的等于说，对每个 xes x 和所有的 uex , 
有 

lim Ik + ^ll + \\ x - tu \\-2 = 0 
0+ t 

按照 Leach 和 Whitfield 的思路，赋范空间 X 的范数是强粗的就是该范数一致地 
不同于光滑，即存在£ > 0,使得对每个 x e Sx ， 存在一个 | M | < 1，满足 

\\x + iu || + ||x - iu || - 2 
t -* o + t 

定义 6.2.1 M 设 X 为 Banach 空间，若存在£ > 0,使得对每个 a : e S x , 存 
在 w G Sx , 满足 t ( x , u ) 4 - r ( x , — u ) > e . 则称 X 的范数是强粗的 (strongly rough ). 
由文献 M 可知道下面强粗的等价条件是成立的. 

性质 6.2.1 t 3 l X 的范数是强粗的当且仅当存在£ > 0,使得对每个; re 办， 
有 diam D ( x ) ^ e . 

类似于粗范数， Godini 还得到了粗范数的下面的等价条件( 3 】. 

性质 6.2.2 I 3 ! 下列性质对于 X 的范数是等 价的： 

(1) X 的范数是强粗的. 
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(2) 存在£ > 0,使得对每个 a ： e Sx , 存在 w e 满足 t ( x , u ) > e 和 
t ( x , — u ) > e . 

(3) 存在 £ > 0, 使得对每个 ; r e 知，存在 / i,/2 € D(x), 满足 {z e I fi{z) ^ 
£} fl (^ 6 S x I f 2 (z) < - e } ^ 0. 

Hagler 和 Sullivan 在 1980 年证明了下面的结论 

性质 6.2.3M X 的范数是强粗的当且仅当存在某个 e > 0, 对每个 x e X , 
有 WI = 1，使得 

|| a ; + tu\\ ^ || a ;|| + |^|£- 

对所有的实数*成立. 

证明 若 X 的范数是强粗的，设 e 是粗范数定义中的 e , 则对于 4 e 和任意的 
x e X . 如果 x = 0 , 则对任意的 || w || = 1,不等式 ||：r +加|| > ||; r || + | f | e 显然成立. 

如果: r # 0,令 z = ^， 则存在 /，5 e X *， ll/ll = 1， || 5 | 卜 1 ， 使得 f(z)= 
i ， 3(4 = 1 ， 并有某个 IMI = 1 ， 有 （/ - g ){ y ) > 4 e . 

♦ w = y - ’(") ^ 2 ,贝 iJ || w || < 2 . 取 U = 和 * > 0,则 

2 」 IM 

||a; + iu|| ^ f(x) + tf(u) = ||x|| + J’ 2 || 二 I ⑻ 

> INII > Ikll + W- 

类似地，对于 t < 0,同样可以证明结论成立. 

反过来是明显的，因此，命题得证. ■ 

Huang Jinluan 和 Li Yongjin 在1995年讨论了强粗与线性连续泛函保范延拓 
的问题. 

定理 6.2.1 问 若 Banach 空间的范数是强粗的，则 X 的任一自反子空间 
都存在某个/€ Sy , 使得/在 X 上至少有两个不同的保范延拓. 

证明 由于是自反的，故 F 是 Asplund 空间，因此存在光滑点 ： c e Sy ， 
故有/ e 使得 /( a ;) = 1.由 X 的范数是强粗的可知，存在某个 e > 0和 
g,he Sx', 使得 ||p — / i || 彡 e ， 并且 g(x) = h(x) = 1, 故分 € SV *. 

由于 a ； 是 y 的光滑点，故 / = = / i | y 在 y 成立，所以， 5 , /i e x * 是 / 在 

x 上两个不同的保范延拓. ■ 

从上面的证明可以看出，下面推论成立. 

推论 6.2.1 问 若 Banach 空间的范数是强粗的，则 X 的任一光滑自反子空 
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间 y ， 任意 / eSy ，/ 在 X 上至少有两个不同的保范延拓. 

Godini 在1983年考虑了强粗范数的共轭概念叫 

对于 / e 办•，记 D^if) = {x e 5x | f(x) = l}，Dom (£> _1 ) = {/ € 
Sx^ I D~\f)^0}. 

定义 6.2.21 3 ! 设 X 为 Banach 空间，若存在 e > 0,使得对每个/ e Dom 
( D - 1 )， 有 diam D~\f) ^ e. 则称 X 的范数具有共轭强粗性质 ( dsr ). 

如果是在共扼空间 X * 上，并且上面定义中选取的/是弱 * 连续的，则称 X * 
的共扼范数具有弱 * 共扼强粗性质 ( w * dsr ). 

类似于粗范数，有下面的性质成立. 

定理 6.2.2 ⑶ 设 X 是 Banach 空间，则 X 的范数是强粗的当且仅当； T 的 
共耗范数具有弱 * 共轭强粗性质. 

不过， Banach 空间 X 的范数具有共轭强粗性质当且仅当 X * 的共辄范数是强 
粗的是不成立的.实际上, co 有一个范数具有共辗强粗性质，但成在对应的共轭范 
数下不是强粗的 K 

Hagler 和 Sullivan 在1980年讨论了 Banach 空间是否存在等价的强粗范数 

问题 

定理 6.2.3 W 设 X 是 Banach 空间，若 X 有等价的光滑范数，则 X —定没 
有等价的强粗范数. 

证明首先证明若 || . || 是 X 的一个等价的强粗范数， p .X — R 是任意满足 
p (0) = 0的 Gateaux 可微泛函，则非空集5 = {x | p(x) < || x ||} 是无界的. 

反证法.假设 S 是有界的，在 S 上用 O - y || < IMI - | M | 蕴含 a : > j /可定义 
S 的一个偏序，这里的 e 是性质 6.2.3 中的 e . 根据 Bishop - Phelp 定理和它的推广, 
可以证明存在最大的点 ： co G 兑既然 || • || 是强粗的，存在 | M | = 1，使得对所有的 
t ， 有 

||a：o + *y|| > ||a ： o|| + |i|e. 


另一方面,对于所有的 <，有 x 0 +ty > x 0 . 由于: e 0 是最大的点，因此 xo + ty 丰 S . 
故 * / 0时，有 p(a; 0 + fy) > |卜 0 + <y || •但 p ( x 0 ) ^ ||x 0 ||, 因此，对所有的 t， 有 

p { x 0 + ty ) - p ( x 0 ) > ||a；o + fj/|| - ||a ： o|| > e|t|. 

但这与 p '( x 0 ) 是线性的矛盾，因此由反证法原理可知所需证明的结论成立. 

若 X 有等价的光滑范数 IMh 则存在常数 M ， 满足< hih 对所有的: r 
成立•令 p(;r) = 则 p 是 Gateaux 可微的，并且 p(0) = 0. 故 {a: | |卜||? < 
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Mllx^} D {x I ||x||? < ||x||} 对于范数 H| 是无界的，但这与范数 HI 和 HU 是 
等价的矛盾，所以，定理得证. ■ 


6.3 平的 Banach 空间 


为了研究凸性差的赋范空间的性质 ， Huang Jinluang 和 Li Yongjin 在 [5] 引入了 
平的赋范空间概念. 

定义 6.3.1 设 X 为赋范空间， 若有 S x Q [J ( x , y ) 成立，其中 

{ x , y ) = {zeX I 2 = h + (l — A ) 仏0< A < 1}，即由 rr ， 2 /’ 确定的 开线段.则称 X 是 
平的 （ even ). 

性质 6.3.1 1 5 1 赋 范空间 X 是平的充要条件是 X 的闭单位球 = {x e 
X | || a ;|| < 1} 没有任何端点. 

证明 若单位球没有任何端点，则对任意 2 e Sx ， 存在 Ay e >5 x 4 一 j /， 满足 
= gk + y )， 因此 Z e Q 1 J ( x , y ). 

x,yeSx,x^y 

反之， 若 S X Q [J ( x , y ), 则闭单位球氏 c 显然没有端点 .■ 

x y y £ Sx , x^y 

容易知道， Banach 空间 Co 的闭单位球没有端点，所以， Co 是平的 Banach 空 
间.同样可以验证 L ：[0,1] 也是平的 Banach 空间. 

定理 6.3.1 问 若 X 是平的 Banach 空间，则 

(1) 不存在等价范数 IMU ， 使得⑷ Nil ) 具有 Krein-Milman 性质. 

(2) 对于 任意 ; r e 知， 存在; En e Sx ， 使得 + z || — 2 ,但 { x „} 不存在子序 
列弱收敛于 a;. 

证明 （1) 由于 （ x ， H ) 的闭单位球是（ X ， Hi ) 的一个有界闭凸集, 
故如果 （ X ， || . y 具有 Krein-Milman 性质，那么 （ X ， ||.||)的闭单位球一定有端点， 
但这与 X 是平的 Banach 空间矛盾，所以，不存在等价范数 H 使得 （ X ， HU ) 
具有 Krein-Milman 性质. 

(2) 设 a; 6 Sx ， 则存在 y,z e Sx,0 < A < 1, 使得 x = Xy + (1 - X)z. 由 
Hahn-Banach 定理， 有 / e S x -, 使得 f(,x) = 1 ，故 f(y) = f(z) = 1. 令 〜= 

- z + fl - -'j y , I'J f { x n + x ) = 2, 从而 || a ：„ + x || = 2,但由于 y # z ， 所以， { x „} 没 
n \ n J 

有子序列弱收敛于 t ■ 

定理 6.3.2 问 若X是平的 Banach 空间，则 
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(1) 办. 的非光滑点在 S x . 稠密. 

(2) X * 没有非常光滑点. 

(3) 不存在等价范數 IMu 使得（ X ， Hid 是非常光滑的. 

证明 （1) 对于任意的/ e 知.,5 > 0,由 Bishop - Phelps 定理，存在 : r € 和 

9 e Sx -, 满足 ||5 - /II < J 和 3 ㈤ = 1，设 e 知，使得之 = 金(之+ y ) 且 a ; 妗 y ， 

故9 ㈤ = 5(2/) = = 1，因此5不是 X * 的光滑点，所以，知.的非光滑点在 Sx . 

稠密. 

(2) 若/ e 知.是非常光滑点，则由 Bishop-Phelps 定理可知 ，存在 f n e S x . 
和 6 5 x ， 使得 /n(a ： n) = 1, 并且 /n — 由于 / 是非常光滑点，故 3；„ 在 X ** 
中弱收 敛到巧 € D { f ) = { F f e X ** I 11^11 = 1, P >(/) = 1}. 由 Mazur 定理可知 X 
在中是弱闭的，因此 e X ,即存在; c e 使得巧 = rr . 由于 X 是平的, 
因而存在 y,z e S x , 使得 a : = i ( j / + z),y / z , 于是/⑷ =/( y ) = /⑷ = 1 , 但这与 
f 是非常光滑点矛盾. 

(3) 若存在等价范数 IHh 使得 ( X , || - || i ) 是非常光滑的，则 （ X ，|| • IIJ 是 
Asplund 空间，故 { X , || - IU )** 具有 Radon-Nikodym 性质，因此， （ X ,|| . ^ 具有 
Krein - Milman 性质,但这与定理 6.3.1 矛盾，所以定理得证 .■ 

蔡)，对于 任意 ； c e L 定义 || a ; j | = 

= (/ i ,||-||) 是光滑的，但其范数是粗 

的.因此 co 对应的范数不是平的.即 X * 的范数是粗的时， X 不一定是平的. 

性质 6.3.2 若 Banach 空间 X 是平的，则 X 没有一致凸的等价范数. 

平的 Banach 空间 X 可能有局部一致凸的等价范数.实际上, Co 是平的，但它 
有等价的局部一致凸范数. 


在 ioo 上定义范数 || y || = sup | yi | + 


{£ 
c *=1 


(I 


sup < I y = (yi) e Zoo, llyll 


、则 X 


6.4 强平的 Banach 空间 

为了研究凸性很差的赋范空间的几何性质， Huang Jinluang 和 Li Yongjin 在 [5] 引 
入了强平的赋范空间概念. 

定义 6.4.1 1 5 1 设 X 为賦范空间，若存在某个 e > 0,使得对任意 xeS x , 有 
y,z e Sx , 满足 X = y ^ Z , 并且 ||y — 之|| > e . 则称 X 是强平的 (strogly even ). 

容易知道，由于共轭空间 X * 的闭单位球都一定有端点，故 X * 不是强平的.容 
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易验证， co 是强平的 Banach 空间. 

性质 6.4.1[ 6 】 若 Banach 空间 X 是强平的，则存在某个 £ > 0 , 对任意在 
闭单位球上达到其最大值的 f eX ' 有 y ， zeS x , 使得 f 在闭线段 [ y , z ] = 
{Xy + (1 - \)z I A e [0,1]} 上都等于其最大值，并且 diam [ y , z ] ^ e . 

证明 如果/在 ： r e 打久达到最大值，则一定有|卜|| = 1. 由于 Banach 空 
间 X 是强平的，故存在某个 e 〉0,对 x €知，有2/，2 € 满足: r = 

并且 ||y - z || 彡 e •因而 / = /($)，但 /(?/) 彡 ( / Or ), 因此 

f ( x ) = f ( y ) = f ( z ), 所以，对于任意 A e [0,1), 都有 f (Xy -f (1 - X ) z ) = /( x ), 即 / 
在 [ 2 /, 勾都等于其最大值，并且 diam [ y , z ]^ e . M 

由前面知道， X 的范数是粗的当且仅当存在 e > 0,使得对每个 x G S X J 6 
D ( x ) 和 J 〉0,有 y e II ?/ — 怎 || < 占，满足 sup {||/ - ^|| I ^ 6 D ( x )} ^ £,因此，不 
难证明下面定理成立. 

定理 6.4.1 问 若 Banach 空间 X 是强平的，则 X * 的范数是粗的. 

证明 既然 Banach 空间 X 是强平的，故存在某个£ > 0,使得对任意 x e Sx , 
有 e 办，满足 a ; = 并且 ||y - z || > e . 对于任意 / € 和任意 j > 0, 
由 Bishop-Phelps 定理可知，存在 x e Sx ^ fx ^ D ( x ), 使得 ||/ — / r || < <5. 由于 X 
是强平的，故对这个 A 有 2/3 e Sx ， 使得 a ： = 并且 \\y-z\\^£, 因而对于任 
意 Fe DU ), 有 e < ||y - ||y — F || + ||F - 4 故 II " - F || 彡 | 或 ||F - 邶彡 e , 

由于 e D ( f x ), 所以，存在 l 对任意 / e 知•和 5 > 0, 有厶 e 5 x <, 使得 
11/ - /xll < 并且 diam ( D ( f )\ JD ( f x )) ^ 故有粗范数的等价条件可知；的 
范数是粗的. ■ 

虽然 Banach 空间 X 是强平的时， X * 的范数一定是粗的，但此时 X * 的范数 
有可能不是强粗的.实际上, Banach 空间 C () 是强平的，但 ； i =喵的范数不是强粗 
的.不过,有下面的定理成立[ 6 1. 

定理 6.4.2 问 若 Banach 空间 X 是强平的，则存在 e > 0,使得 D e = {/ € 
S x - I diam D (/) 彡 e } 在 Sx * 上是稠密的. 

证明 由于 Banach 空间 X 是强平的，故存在某个 e > 0,使得对任意在闭单 
位球上达到其最大值的 f 6 S x ., 存在 y'z e S x , 使得 / 在闭线段心爿上 
都等于其最大值，并且 diam [ y , z ] 彡 e . 故 /( y ) = /⑷=||/|| = 1,即 2 /， 2 ： e D ( f ), 
因而 diam D ( f ) 彡 e . 由 Bishop - Phelps 定理可知，在闭单位球达到最大值的 
f 6 S X •在 S x . 上是稠密的，所以， D e = {f e S x ^ I diam D { f ) 彡 e } 在上是 
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稠密的 .■ 

由于 Banach 空间 X 的范数是强粗的当且仅当存在 e 〉0,使得 任意 : r €知， 
有 diam D ( x ) ^ e . 故上面结果显示， Banach 空间 X 是强平的时， X * 的范数具有 
与强粗略为不同的性质. 


Vaclav Zizler 于 1943 年 3 月 8 日出生在捷克共和国的布拉格，他是著名的加 
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1997 年为阿尔伯塔大学数学系教授， 1997 年起为加拿大阿尔伯塔大学名誉教授. 
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第 7 章无折痕的 Banach 空间 

大学必须认知、容纳来自各种学派的思想，即便某些论点是极有争议的.大学 
应该有一种所谓的“无定义”的自由，当每个大学生离开校园进入社会后，都会永 
远地怀念这种自由感，找到自己的目的和意义. 

Paul Shorey (1857-1934，美国，芝加哥大学古希腊哲学教授) 

7.1 —致无折痕的 Banach 空间 

一致凸和一致光滑在 Banach 空间几何理论中起着重要的作用，特别是它们保 
证了空间具有正规结构，从而使得任意非扩张映射都具有不动点.但是有的没有正 
规结构的 Banach 空间也可以具有不动点性质. Pms 在 1997 年引入了一致无折痕 
的概念 [ u l , 这是一种新的几何性质，一致凸和一致光滑的 Banach 空间是一致无折 
痕的，但一致无折痕的 Banach 空间不具有正规结构，不过它是超自反的，并具有不 
动点性质. 

7.1.1 —致无折痕的定义 

对于泛函/ e 和 <5 e [0,1]，记切片 

S ( f ,6) = { xeB x I f ( x ) ^ l - S }, 

则可以用切片来刻画 Banach 空间的一致凸性和一致光滑性. 

性质 7.1.1 Banach 空间 X 是一致凸的当且仅当对于任意£ > 0,存在 J > 0, 
使得对于每个/ e 5 X .， 都有 diam S ( f , S )^ e . 

对于泛函 f,ge Sx » 和5 e [0, 1], 记 

S (/， p ，< J ) = S (/，<5) f | S ( g ， J )， 

则可以得到一致光滑的刻画. 

性质 7.1.2 Banach 空间 X 是一致光滑的当且仅当对于任意 e > 0,存在 
5>0,使得对任意满足的 f , geS x -, 都有 S { f , g , S ) = 0. 

Pms 在 1997 年引入了一致无折痕的概念 [ u 】. 
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定义 7.1.1 ^ 11 ) 设 X 为赋范空间，若对任意 £ > 0, 存在> 0,使得当 
f }9 ^ Sx *，"/ 一 分||> ^ 时，有 

diam S ( f , g , S ) < e . 

则称賦范空间 X 是一致无折痕的 （uniformly noncreasy ). 

可以验证, fl 2 在范数 ||(x,y)|| = |x| + |y| 和范数 ||(a:,y)||-max{|x|, |y|} T, tP 
是一致无折痕的. 

7.1.2 —致无折痕的性质 

一致无折痕的 Banach 空间与一致凸的 Banach 空间一样，都是超自反的. 

定理 7.1.1 1 11 ! 若 Banach 空间 X 是一致无折痕的，则 X 是超自反的. 

证明 假设 Banach 空间 X 不是超自反的，则由 James 著名的结果可知，对于 
任意6 € (0,1)，存在而 € 和 /i S Sx>(i = 1,2,3), 使得当 i 彡 j 时 fi(Xj) = 1 — 6, 
当 i > j 时 fi(Xj) = 0. 因此 ||A - / 2 || 彡 （A - / 2 )(xi) = 1-5. 

另外， X 2 , X 3 e S ( fi , f 2 , S ), 并且 || x 3 - ; r 2 || 彡 h { x 3 - x 2 ) = 1- 8 . 所以， Banach 
空间 X 不是一致无折痕的. ■ 

Prus 还证明了一致无折痕是自共轭性质. 

定理 7.1.2 1 11 ! 若 Banach 空间 X 是一致无折痕的当且仅当 X * 是一致无折 
痕的. 

证明 由于一致无折痕的 Banach 空间一定是自反的，故只需证明若 X 是一 
致无折痕的则 X* 也是一致无折痕的. 

假设； T 不是一致无折痕的，则X**也不是一致无折痕的.因此存在 e > 0,使 
得对任意 € (0, D， 存在满足 ||a；i — a；2|| > £■的 Xi ， a：2 € «5义和满足 ||/i - /2II > e 
的 /l，/2 e S ( xi , X2 , S ). 

令/ ' = 々 - a = ’ 2 贝 lj 

； \\ h \\ i9 11/2"， 

11/ - 分 II 彡 ll/i - / 2 II - (1 — ll/ill) 一 （1 - II/ 2 II) > e -2S > ^. 

并且 Xi , x 2 € S ( f , g , S ), 因此, X 不是一致无折痕的 Banach 空间.所以，若 X 是一 
致无折痕的则 X* 也是一致无折痕的. ■ 

Prus 还利用局部凸性模和局部光滑性模来刻画一致无折痕的 Banach 空间.设 
rc 是X的单位球面上的点， t > 0,令 

S(x,t) = inf { max{||x + ^||,|| x - iy ||} - 1}, 
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p { x , t ) = sup { ^{\\x + ty \\ H - || a :-^||) - 1 } ， 
yes x ) 

则下面结论成立. 

定理 7 . 1.3 [ u 】 Banach 空间 X 是一致无折痕的当且仅当对于任意 e > 0, 存 
在 t 〉0,使得对于任意 : r e 5 ^,有 S ( x , e ) 彡 t 和 p ( x , t ) ^ et . 

证明⑴假设存在^ > 0,使得对任意6 > 0,存在 : r e 知，满足 5{ x , e )< t , 
并且 > et •由 pOM ) 彡 i (||^|| -^rtWyW + \\ x \\ + MM |) - l = t 可知 e < l . 

取定任意的 <5 € (0,1), 对 f = - ~~ j ——由前面的假设，存在 a :, 2/1,?/2 ^ Sx , 

使得 

max{||x + eyi ||, \\x - eyi \\} < 1 + t , 

并且 

1 + < ~(|k + ty 2 \\ + \\ x - ty 2 \\). 

由 Hahn-Banach 定理，有泛函 / i，/2 € Sx 、 使得/ 1 ($+印 2 ) = \\ x -\- ty 2 \\, f2 ( x - ty 2 ) = 
Ik ~^2 ||- 因此 

1 < 1 + ^(/l - /2)( 〜 2) < 1 + 备 ||/l - ,2 "， 

故 ||/ l —/ 2 " >2。并且 

1 et < 4 - f2 ( x )) -f t . 

因此，对 i = 1, 2,都有 fi ( x ) > l - 2 t { l - e ). 

令从 l = + eyi )， 以 2 = 贝 lj ui , u 2 e B x , 并且 

/i(wi) + fi(u2) = i _j_ ~ 2 亡 ( 丄 一 幻 ). 

故对于 i = 1，2, 有 > -— : 5 + 广)’ = 1-5. 

同样可证，对于 i = 1,2，有 f 2 ( Ui ) >1-6. 因此， ui , u 2 e » S (/ i ，/2,6), 但 
11^1 - U 2 \\ = -^― > e . 因而， X 不是一致无折痕的. 

丄 - 1 - c 

(2) 反过来，假设 X 不是一致无折痕的，则存在 e e (0,1)，使得对任意 > 0, 
有 /，3 e 办*，满足 11/ 一洲 > e ，并有 A y e 5(/，5,5)，满足肸 - y || > e . 

对于任意 t e (0,1), 对5 = ^，根据上面的假设，有对应的 /，s e 知.和 
X,y e S ( f , g , S ). 4- 

x y x — y 

U — lk + yir Vl — \\ x ~ y \\ 
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和 

则 S > |，因此 


= Ik-2/11 
Ik + 2/11' 


ll u + -^ v i II ^ 1 _ ^ ^ ll u + Sl, i II ^ 


2 

Ik + yll 


7〈 1 + t . 
0 


类似可证， I 卜一 | 外 || < 1 + 1. 因此， (5 ( u ， |) < t . 

既然11/ - p || 彡 I 因此存在 V 2 €知，使得 （/ - ^)(^2) > ¥，故 




||u + ^ 2 || + I|u - tv 2 \\ ^ (f + g){u) + t(f - g){v 2 ) 

WT^ + l t£>2 - 25 + l t£>2+1 2 t£ - 


因此， p ( u , t )> j . 矛盾，所以，定理所需结论成立. ■ 

7.1.3 哪些 Banach 空间是 一 致无折痕的 


对于 Banach 空间 X 和 y ， 在；!:和 F 的乘积空间 X x F 上可以定义很多不 
同的范数，如 IKx.^lloo = max{||a;||， || 谢和 ||(x,j/)||i = ||x|| + ||i/||. 

性质 7.1.3 1 11 ! 若 Banach 空间 X 是一致凸的， Banach 空间 y 是一致光滑， 
则乘积空间 x x y 在范数 || • || oo 和 II • 111 下都是一致无折痕的. 

根据上面的性质， 若记 h 的范数为 llxll ,, = (g \ xi \ A \ 容易知道 Rxh 在 

范数 11 (x ^)1100 = max{|a:| ) ||j/||( 2 } 下是一致无折痕的. 

在/ 2 ,记 |MUo = suplxil ， 定义新范数||咖= max { M i 2 ，/3 Moo }， 则对于任意 
P ^ V 2, Banach 空间 （; 2 , || . 仏）都是一致无折痕的. 

7.1.4 不动点性质 


设 C 是 Banach 空间 X 的非空子集.映射 r : (7 — C , 若对于任意 x,y G C , 
都有 \\Tx - Ty \\ < || x - y ||, 则称 r 是非扩张映射.如果对于 X 的每个非空有界闭 
凸集(7,每个非扩张映射 T ■_ C — C 都有不动点，则称 Banach 空间 X 具有不动 
点性质 （fixed point property ). Prus 证明了一致无折痕的 Banach 空间具有不动点 
性质. 

性质 7.1.4 1 11 ! 若 Banach 空间 X 是一致无折痕的，则 X 具有不动点性质. 
Betiuk-Pilarska 和 Prus 在2008年还讨论了序一■致无折痕的 Banacti 格，并建 
立了这些格上的不动点定理[ 2 1. 
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7.2 无折痕的 Banach 空间 

Prus 引入了无折痕的 Banach 空间的概念 I 11 】. 

定义 7.2.1 1 11 ! 设 X 为赋范空间，若存在两个不同的泛函 /，g e S x .， 使得 
diam S ( f , g ,0) > 0,则称赋范空间 X 的单位球面有一个折痕 ( creasy ). 如果 A ■的 
单位球面没有折痕，那么称赋范空间 X 是无折痕的 （ noncreasy ). 

为了简明，当赋范空间 X 的单位球面有一个折痕时,也称赋范空间 X 是有折痕 
的.对于 x = (1，1，1，0，.-- ，0 ，-..)，y = (1，0，1，0，...，0，.._) e co ，/ = (1，0,0,0,…， 
0, = (0,0, 1,0, ••• ,0, •■•) € li , w X,y e S Co , f,g e Si x , 并且 f { x ) = f ( y )= 

l , g ( x ) = g ( y ) = 1, 因此， co 是有折痕的. 

Li Yongjin 在 2006 年讨论了有折痕的 Banach 空间的性质阐. 

性质 7.2.1 1 9 】 若 Banach 空间 X 是有折痕的，则 X 既不是严格凸的，也不 
是光滑的. 

证明 既然 Banach 空间；(:是有折痕的，因此有两个不同的泛函 /, S e S x 、 
使得 5(/,3,0) > 0,故存在 x，y € B x 'x ♦ y , 满足 f ( x ) = l , f ( y ) = l , g { x ) = 1 和 

g { y ) = 1，因而 x 不是 X 的光滑点.另外，容易看出， x,ye e S x , 因此， 

X 不是严格凸的 . _ 

性质 7.2.2 冏 若 Banach 空间 X 是无折痕的，则任意 z e 一定是光滑 
点或者是闭单位球的端点. 

证明 设 Z e 知，假设 z 不是光滑点，则存在 f , ges x ., f ^ g , 满足/(幻= 

g ( z ) = 1. 假如存在 x,y G S x ,x ^ y , 使得 z = X 二' 则 /㈤ = /( y ) = 1,并且 
9( x ) = g { y ) = 1,但这与 5(/, 3, 0)=0 矛盾，所以 ，; r 一定是 B x 的端点 .■ 

容易验证， a ： = ( l ， l ，0，-_ - ，0,…） eioo ,2； 既不是 Zoo 的光滑点，也不是 Zoo 的闭 
单位球的端点，因此， Banach 空间 k 一定是有折痕的. 

为了进一步地讨论无折痕的 Banach 空间的性质，这里引入好端点和美端点来 
细化端点的性质. 

定义 7.2.2 1 9 )设 X 为赋范空间， X e Sx , 苦 y e B x 对任意 / e D { x )= 
{/ € S x - I /⑷ =1}， 有 f { y ) — 1 8 t , 一定有 x = y , 则称; r 是闭单位球的好 
端点 (good extreme point ). 

定义 7.2.3[ 9 】 设 X 为赋范空间， x G S x , 若 y G B x 对某个 / € D ( x )= 
{/ € S x - I /⑷ =1}, 有 f ( y ) = 1 9 t , 一定有 x = y , 则称 a : 是闭单位球 B x 的炎 
端点 (nice extreme point ). 
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由于 x G Sx 是圆点是指对任意 y € Ba •，若 ||x + y \\ = 2 ,则一定有 x = y , 
因此，容易知道， X 的圆点一定是闭单位球的好端点，闭单位球的美端点 
一定是闭单位球的好端点.闭单位球的好端点和美端点都一定是闭单位 
球的端点.不过，闭单位球的好端点却不一定是美端点.实际上，对 ei = 
( 1 ， 0 , • • _, 0 , ••■) e ii , 存在 e 2 = ( o , l , 0 , • • • ， o ,•.•) e 5“ 和 / = ( 1 ， 1 ， 0 , . •.， 0 , • • •）e 
S leo , 使得 /( ei ) = f ( e 2 ) = 1, 因此， ei 是闭单位球叫的好端点,但不是美端点 • 

利用闭单位球的好端点和美端点，可以细化无折痕的 Banach 空间的 
刻画 [91. 

定理 7.2.1 ⑼ 若 X 是 Banach 空间，则 

( 1 ) 若 Banach 空间 X 是无折痕的，则任意 x e S x 是光滑点或闭单位球 
的好端点. 

( 2 ) 若任意 xeS x 是光滑点或美端点，则 Banach 空间 X 是无折痕的. 

证明设 Banach 空间 X 是无折痕的，对 ; To G 5 x ， 假如不是光滑点，那 
么一定存在 /， s e Sx - J ^ g , 使得 fM = ff ( xo ) = l .故 /， fl e D ( x 0 ). 假如有某 
个 y 0 e S x , x 0 ^ yo , 使得对所有 /i e D ( x 0 ), W 埘如） = l , 则 f ( x 0 ) = f ( y 0 ) = 1，并 
且 5 ( 怎 o ) = ff ( yo ) = 1，故 a ： 0 , j/o G 5(/，0) n 5(5,0)， 但这与 diam 5(/， 5 , 0) = 0 矛盾， 
所以， xo 是的好端点. 

若任意 x €5 x 都是光滑点或美端点，但 X 是有折痕的，则存在两个不同的泛 
函 /，0 e S x -,f ^ g , 使得 diam S ( f , g ,0) > 0. 故存在 x,y e S x ,x ^ y , 使得 x,y e 
S (/， o ) ns (5,0)， 即 /( 工） = g ( x ) = 1 , 并且 /( y ) = 5 ( y ) = 1 , 由 /，5 e D ( x ), f ^ g W 
知 a ： 不是光滑点.既然 /( y ) = 1 对 / e D ( x ) 成立，由 a ; 是美端点可知 X = y , 但这 
与 x 羊 y 矛盾，所以， Banach 空间 X 是无折痕的. ■ 

大家都知道，赋范空间 X 是严格凸的当且仅当 X 的每个两维子空间都是严格 
凸的，赋范空间 X 是光滑的也当且仅当 X 的每个两维子空间都是光滑的，这里 ， Li 
Yongjin 证明了下面的结论. 

命题 7.2.1 1 9 1 设 X 是 Banach 空间，若 a : e 既不是光滑点，也不是闭单 
位球 S x 的端点，则存在 X 的一个两维子空间 M ， M 既不是严格凸的，也不是光 
滑的. 

证明 若 xeS x 既不是光滑点，也不是闭单位球的端点，则存在 f,ge 
D ( x),f _ S 和 y，z e /笋 2 ：，使得 ; c = 故 /，0 e D ( y ), 并且 f,g e D ( z ). 

令 M = span 则 y,z e S M , 则容易验证 M 不是严格凸的，并且都不是 

M 的光滑点.所以， M 既不是严格凸的，也不是光滑的 .■ 

Cui Yunan 和 Hudzik 在2002年也讨论无折痕的 Banach 空间的性质，还引入 
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了弱 * 无折痕的概念 W . 

对于泛函 ； r，y e Sa ： 和 <5 e [0,1], 记切片 S{x,S) = {/ e Bx- I /( x ) ^ 
1 - S},S(x,y,S) = S(x,S)r\S(y,S). 若对于任意两个不同的元素 re,y e 都 
有 diam S(x,y,0) = 0, 则称 Banach 空间 X * 是弱 * 无折痕的.不过，他们证明了 
Banach 空间 X 是无折痕的当且仅当 X * 是弱 * 无折痕的 ' 因此 X * 是弱 * 无折 
痕的与 X 是无折痕的是一样的. 

7.3 局部一致无折痕的 Banach 空间 

Li Yongjiii 在 2006 年引入了局部一致无折痕的 Banach 空间的概念⑼. 

定义 7.3.1 问 设；>!：为赋范空间，若 每个 ; r 6 对任意£ > 0,存在在= 

S(x,e) > 0, 使得当 / e D(x),g e S x -, \\f - g\\^ £ 时，有 

diam S(f,g, 6) ^ e. 

则称赋范空间 X 是局部一致无折痕的 （locally uniformly noncreasy ). 

下面结论显示局部一致凸比局部一致无折痕要强. 

性质 7.3.1 问 若 Banach 空间 X 是局部一致凸的，则 X —定是局部一致无 
折痕的. 

证明 假设 X 不是局部一致无折痕的，则存在 a：o € S x ,£ 0 > 0,使得对任意 

心 =有 /n e D(xo),g n € Sx*, 满足 ||/n - 5n|| ^ £0i 并且 
n 


diam S ( f n , g n , S n ) ^ e 0 . 

因此，存在 X ni y n G Sx ) 使得 fn {^ n ) ^ 1 - ) fn { Vn ) ^ 1 ~ ~ ^ 9 n ( x n ) 彡 1 _ 

n n 

_ ， dTiiVn ) ^ 1 ，并 - S » ||*^n _ 2/ n || ^ ^0* 故 ||*^ nH _ »^ o || ^ fn (*^ o ) ^ 1 +1 ~^ 

n n n 

2, 既然 X 是局部一致凸的，因此 || rr n -吻|| —► 0. 类似地，有||如一吻|| — 0,但这 
与 - 2/ n || >印矛盾.所以， X —定是局部一致无折痕的. ■ 

利用同样的技巧，容易证明下面结论成立. 

性质 7.3.2 设 X 是 Banach 空间，若 X * 是局部一致凸的，则 X —定是 
局部一致无折痕的. 

局部一致无折痕与强光滑点有下面的联系. 

性质 7.3.3 ⑼ 设 X 是 Banach 空间，若 X 是局部一致无折痕的，则对任意 
xG S x 、x 是闭单位球的端点或者是强光滑点. 
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证明 反证法.假如存在 ： Co e S x ,x 0 既不是闭单位球的端点，也不 
是强光滑点.则存在 Q > 0,y,z e Sx,\\y-z\\ ^ s u 使得吻 = 甲， 并且 

存在 /„ e S x 、 使得 /„0 e o ) — 1, 并满足 ||/„ - /II 彡 这里 / e D(x 0 ). 

对 a ； o 和 £■() = min { ei , e2 } > 0，对任意 6 > 0，有 no e iV ， 使得当 n > no 时， 
有 / n ( x 0 ) > 1 - (J 和 ||/„ — /II 彡 e 0 , 故 fn(y) > 1 - 2S,f n (z) >1 — 25, 因此 
y,z € S(fn,f,25),\\f n - f\\^£o, 并且 ||y - 刈彡 e 0 , 但这与 X 是局部一致无折痕 
的矛盾 .■ 

推论 7.3.1 ⑼ 设 X 是 Banach 空间，若 X 是局部一致无折痕的，并且； ^ 的 
闭单位球 S x 没有端点，则 X —定是强光滑的. 

在文献 [17] 中 ， Wu Congxin 和 Li Yongjin 考虑了强凸点，设 X 是 Banach 空间， 
x e Sx, 若 x n € B x ,f(x n ) — » 1 对所有 / e D(x) 成立时，有 x n = x , 则称 a ; 

为 B x 的强凸点.利用强凸点，可以得到局部一致无折痕的性下. 

性质 7.3.4 1 9 1 设 X 是 Banach 空间，若 X 是局部一致无折痕的，则对任意 
x G S x ,x 是光滑点或者是闭单位球 Sx 的强凸点. 

证明 假设 x 0 e S x ， x 0 既不是光滑点，也不是闭单位球的强凸点，则存 
在 f，ge D{xo), 使得11/ - 洲> Q 对某个51 >0成立.并且有; C „ e * Sx ， 使得对所 
有的 / G D(x 0 ),f{x n ) — > 1,还满足 || a :„ — x 0 || > £ 2 - 

令 e ：。 = min {£ i ,£ 2 }, 则对任意6 > 0 ,存在 n Q e N ,使得 f ( x n ) >1-5, 并且 
g { x n ) >1 — 5 对所有的 n > n 0 成立，故 x n e S ( f , g , S ). 明显地 ， a ; 0 e S ( f , g ,0) C 
S ( f ,9, S ), diam S ( f , g , S )^ e 0 , 但这是一个矛盾.所以，所需的结论成立. ■ 
若对任意使得 lim || x m + x n || = 2的 x m , x n 6 Sx , 都有 {〜} 是 Cauchy 歹 [ J ， 则 
称赋范空间 X 是 2 UR 的 W . 

性质 7.3.5 [ 9 】 设 X 是 2 UR 的 Banach 空间，若 X 是光滑和严格凸的，则 X 
是局部一致无折痕的. 

证明 假设 X 不是局部一致无折痕的，则存在吻 e S x ,e o >0, 使得对任意 

= 一 ，有 fn € D{Xq)^ Q n G Sx *： 足 ■ ||/n — 如|| > 和 diam S (/" n ，5 n ， Jn ) 〉印.故 
n 

有〜， 2 M e &，使得 / n ( x „) ^ l - Kg n { x n )^ l -^, g n ( y n ) ^ 1-^, 

并且 || a :„ - 2M || 彡 eo . 既然; To 是光滑点，因此对所有的 neN, 有 f n = f e D{x 0 ). 

由 f( x n) ^ 1 - ， /(2/n) 彡 1 -可知， ||lm + ^nll ~> 2, \\ y m + J/n|| — ► 2. 既然 

n n 

X 是 2 UR 的 Banach 空间，因而 lim : r n = x , lim = y ， 并且 x、y e Sx. 由于 
f(x) = f(y) = 1，故|卜 -f y\\ = 2. 由 X 是严格凸的 Banach 空间可知 x = y, 但这 
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与||〜_ 2/ n || 彡0矛盾,所以， X 是局部一致无折痕的 .■ 

Rolewicz 在 1986 年定义了水滴性质 [ 13 ].设 X 为赋范空间，若对于任意与闭单 
位球 b x 不相交的闭集 eg X ,存在: ceC , 使得 

D ( x , B x ) f > IC ={ x }. 

则称赋范空间 X 的范数 || . || 具有水滴性质 (drop property ). 这里 D ( x , B x ) = 
co ( x , B x ), 即; r 和 Sx 的并集的凸包. 

如果赋范空间 （ X ，||.||) 有一个等价范数 || - lu 具有水滴性质，那么就称赋范空 
间 X 具有水滴性质. 

为了方便，一般说赋范空间 X 具有水滴性质是指 X 的范数具有水滴性质. 
性质 7.3.6 1 9 1 设 X 是具有水滴性质的 Banach 空间，若 X 是光滑和严格凸 
的，则 X 是局部一致无折痕的. 

证明 假设 X 不是局部一致无折痕的，则存在: r 0 e 5 x,£o > 0,使得对任意 

心= ^， 有 /n e D ( x 0 ), g n G 5 x *, 满足 \\ fn -9 n \\ 彡 e 0 和 diam ■?(/„， 彡 e 0 •故 

有 e 知，使得漆 )> l -^, f n ( y n )> l -^, g n { Xn )^ 

并且 II 〜 — 2M || > e 0 . 既然邱 是光滑点，因此对所有的 n e iV , W /„ = / € D ( x 0 ). 

由 /( O 彡 1 —\/(2 M ) 彡 1- i 可知， x n , y n es ( f ,-). 既然 X 是具有水滴 
n n \ n J 

性质的 Banach 空间，因而 X 是自反的，因此， { x n } 有弱收敛到某个; c 的子序列， 
{y n } 有弱收敛到某个 2 /的子序列,因而， X,y € Sx , 并且/ ㈤ = /( J /) = 1. 由 A ■是 
严格凸的可知 x = y , 由于具有水滴性质的空间 X 在单位球面上弱序列收敛和范 
数收敛是一致的，因而与 -y n \\ > £ o 矛盾，所以， X 是局部一致无折痕的 .■ 

7.4 r - —致无折痕的 Banach 空间 

Garcia - Falset , Llorens-Fuster 和 Mazcuftdn-Navarro 在 2003 年弱化了一致无折 
痕的概念叹 

定义 7.4.1 W 设 X 为赋范空间，对 ？• e [0, 2]，若存在 e € (0, r ) 和5 > 0,使 
得当 Sx - , 11/ — gll > e 时，有 

diam 5(/, g , S ) ^ e . 

则称赋范空间 X 是 r - 一致无折痕的 （ r-uniformly noncreasy ). 

明显地， r - 一致无折痕的概念是一致无折痕的弱化，并且下面结论成立. 
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性质 7.4.1 [ 7 】 设 Banach 空间 X 是一致无折痕的当且仅当对于任意 r > 0 ，X 
是 r - 一致无折痕的. 

从 r - 一致无折痕的定义可知，下面结论明显成立. 

性质 7.4.2 [ ? 1 设 Banach 空间 X 是 r- 一致无折痕的，则对于任意 s ^ r,X 
是 s - —致无折痕的. 

r ■-一致无折痕可以用局部凸性模和局部光滑性模来刻画 

定理 7.4.1 W 设 X 是 Banach 空间， r e [0,2], 则 X 是 r - 一致无折痕的 
当且仅当存在 e G (0,0, 存在 i > 0,使得对于任意 ： r e Sx , 有 d { x , e ) ^ t A 

证明假设 X 是 r ■-一致无折痕的，但对每个 e € ^0, 0和每个 t > 0，有 
x e Sx , 使得 d ( x , e ) < t , 并且 p ( x , t ) > et . 

既然 X 是 r - 一致无折痕的，因此存在 e 0 e (0， r ) 和6 G (0,1), 使得若 f , geS x - 
和 11/ D 句，贝！ J diam S ( f , g y S ) < e 0 . 

取 e e (夸，0，既然 2 > 2 - 6 和 2 e > e 。， 因此可选取 i > 0,使得 


2 

TTt 


> 2-6 


和 

故存在 x , 2/ i , 2/2 € Sx , 使得 


2 e 

1 + 亡 


> - 


max {|| a ; + e ?/ i ||,|| a ;-£^ 1 ||} <l + t 


和 


\(.W X + 印 2" + "a ： - ty 2 \\) >l+et. 

由 Hahn-Banach 定理，有 fi , f2 G 5 x -, 满足 

fx{x + ty 2 ) = ||a: + ty 2 \\, 并且 h{x - ty 2 ) = || a ; - ty 2 \\. 


令 

ui = y^(x + £2/i) 

和 

= —~^( x - £ yi)^ 
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则 U\,U2 6 Bx - 并有 

/l ⑷ + f 2 (x) = \\x + ty 2 \\ + \\x - ty 2 \\ - t{fi - / 2 ) 0 / 2 ) 
〉 2(1 + £ 亡）一 
=1 -f- (1 — 2t{\ — e)), 


故 


因而 , 对 i = 1,2 ，有 


min{/i(ar), / 2 (x)} > 1 - 2^(1 - e). 


+ fi(u 2 ) 


1 +亡 
2 


/i ㈤ 


> 1 + t' 

> 2 ~ S = 1 + (1 - 6). 


因此，对任意 i，）e {1,2 }，有 fi(uj) ^ 1 — S . 从而 ui,u 2 e 
另外 


||/l - ,2" 彡 (/l — /2)(2/2) 

= |(/1(^/2) + /2(-勿2)) 

== \i\\x + * 2 / 2 II + \\x - ty 2 \\ - (fi + h)(x)) 

> — (2(ei + 1) — 2) = 2e > e 。， 

故 

diam S(fi,f 2 ,S) ^ £ 0 . 

但是||切 - u 2 || = > £ 0 , 因而可推出 diam S ( fi , f 2 , S ) > £ 0 , 矛盾.所以，存在 

£ e ^0, 0, 存在 t > 0, 使得对于任意 a : e Sx , 有 d { x , e ) ^ t ^ < e . 

反过来，假设存在 e e ( O , 0 ，存在 f > 0,使得对于任意 a ; e 知，有 e ) 彡 i 
或 P^A < e ，但 X 不是 r - 一致无折痕的. 

取 s G ( 26 * 0 , v ). 由于 2 + k >2 (l + teo ) 和 1 < 1 + 故存在和(5〉0,使 
得 

2(1 — J ) +> 2(1 + t£o) 


和 


1 


< 1 + 
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既然X不是 r- 一致无折痕的，因此存在 f,g S 5^., 使得11/ - sll > A 并且有 
x,y e S(f,g,6), 使得 ||®-2/|| > £. 


〜尚，既然 117 — … 因此有…义’使得 (/ — 5)M > ”’故 


||w + ^i|| + \\u - tvi\\ ^ f{u-\-tvi) + g{u - tvi) 

4(1 - S) 

〉 Ik + 2/11 ^ tTj 

^ 2(1 — 5) + 切 > 2(1 +1£。)， 


因此 p(u, t) > e 0 t, 故由假设可知一定有 d(u, £q) ^ t. 


令 t>2 = 


x — y . 

由于 


\\x - y|| > e > 2e 0 ^ £o\\x-\-y\\, 


故 


|^ + ^0^2|| 


1 


^0 




lk + 2/ll Ik ill 
1 , ^0 , 


\x-\- 


1 


己 0 


Ik + 2/11 Ik -2/11 


\ Ik + 2/11 lk _ y || 

1 6 o 


Ik + 2/11 Ik -2/11 




2 




lk + y|| /(^ + y ) 

< l + 


l-J 


类似地，有 


，— ^0^2 1| < 1 + t . 


因而， max{||w +eo^ll, ||^-^o^2||} < 1+t， 从而 d(u, £ o ) < t , 矛盾.所以 ， X 是 r -一 
致无折痕的. ■ 


对于任意 /? > 0, 考虑 h 取范数 \\x \\/3 = max{\\x\\i 2 , P\\x\\oo} 时构成的 Banach 
空 间心， Prus 在文献 [11] 证明了力是一致无折痕的当且仅当 p ^ V 2. 


性质 7.4.3 t ? l 


Banach 空间 X/ 3 是 r- 一致无折痕的当且仅当 0 < 




2 


推论 7.4.1 [ ? 1 若 0 e (V^, \/3 ),则对 r* G (2^^, 2]， Banach 空间 是 
r- 一致无折痕的，但 X/ 3 不是一致无折痕的 . 

以上推论说明存在某些 r- 一致无折痕的 Banach 空间不是一致无折痕的. 
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设 X 和 F 是 Banach 空间，若对于任意 a 〉0和 F 的每个有限维子空间 
存在线性同构 T -. Yo ^ X , 使得 （1 - a)\\y\\ ^ \\Ty\\ < (1 + ^)\\y\\ 对任意 y e Y 0 成 
立.则称 F 在 X 中有有限表示. 

定理 7.4.2 M 设 r G (0, 2] ，若 Banach 空间 X 是 r -一致无折痕的， F 是另一 
个在 X 中有有限表示的 Banach 空间，则 F 也是 r - 一致无折痕的 . 

为了讨论 r- 一致无折痕的 Banach 空间的自反性，需要下面的引理. 

引理 7.4.1 问 若 Banach 空间 X 不是自反的，则对任意 5 > 0 ,存在 u,v,w e 
Bx, 满足 —||u ± v ± i/;|| > 1 — (J. 

O 

定理 7.4.3 W 若 Banach 空间 X 是 2-— 致无折痕的，则 X 是超自反的 . 
证明 先证明 2- —致无折痕的 Banach 空间 X 是自反的. 

设 X 是2-—致无折痕的 Banach 空间，则存在句 e (0,2) 和如 > 0,使得当 
f,g e Sx-, 并且 11/ — sil 彡 e 。 时，有 diam S(f,g,S 0 ) < e 0 . 

选取 ( o ， imin <[2 - eo ,l — 夸，知0.假如 X 不是自反的，则由引理 7.4.1， 
存在 u,v,w e Bx, 使得 

\\ u-^rV + ^|| > 3(1 - (5), 

\\u — v — > 3(1 - (5), 

并且 

\\u-\-v — w\\ > 3(1 — J ). 

由 Hahn-Banach 定理 ，有 f ， geS x 、 使得 

f(u v w) = \\u -j- v w\\ 

和 

g(u — v — w) = \\u — v — w\\. 

因此 

min{/(w), f(v), f(w)} ^ 1 - 36 > 1 - 6 0 
且 

min{g(u), g(-v), g(-w)} ^ 1 - 3S > 1 - 6 0 . 

因此 v、w £ S 、 f ， —g 、 5o). 另外， 11/ — (-分 )| 彡 （/ + d){ u ) ^ 2(1 — 3S) ^ £ o ? 由前面的 
讨论，有 I 卜 — w || < 印，但 


I 卜一切 || 彡 ||w + r || 一 I 卜 || > 3(1 — 5) — 1 > sq. 
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这个矛盾说明， X 是自反的. 

若 X 是2-—致无折痕的 Banach 空间， y 是另一个在 X 中有有限表示的 
Banach 空间，则 F 也是 2-— 致无折痕的，因此 K 是自反的，所以， X 是超自反的 
Banach 空间. ■ 

Garcia-Falset, Llorens-Fuster 和 MazcuMn-Navarro 在 2003 年还讨论了一'致无 
折痕的 Banach 空间的不动点性质. 

定理 7.4.4 ⑺ 若 Banach 空间 X 是 1- 一致无折痕的，则 X 具有不动点性质 . 
X 具有超不动点性质 （super fixed point property) 是指:每一个在 X 中有有限 
表示的 Banach 空间 F 都具有不动点性质. 

推论 7.4.2 ⑺ 若 Banach 空间 X 是 1 - 一致无折痕的，则 X 具有超不动点 
性质 . 


7.5 有点一致无折痕的 Banach 空间 


Fetter, Gamboa de Buen 和 Garcia-Falset 在 2003 年引入了有点一致无折痕的 
概念呷为了推广一致无折痕的概念，他们先拓广了集合的直径的定义. 

设 X 为赋范空间，若乂是 X 的有界子集，对于每个 keN ， 定义 

0 k {A) = sup{r I 存在 ，•- -.Xfc+i e A 并对任意 i •，有 - Xj|| > r}. 


定义 7.5.1 问 设 X 为赋范空间， A：e ； V，r e (0,2], 若存在 (0 ， r ) 和 <5 > 0, 
使得当彡 £ 时，有 

P k (S(f,g,S))^s. 


则称赋范空间 X 是 (r, k) 有点一致无折痕的 ((r, k) somewhat uniformly noncreasy). 

定义 7.5.2 [ 5 】 设 X 为赋范空间，若存在 k e N,r e (0,2 ], 使得赋范空间 
X 是 (r, k) 有点一致无折痕的，则称 X 是有点一致无折痕的 (somewhat uniformly 
noncreasy). 

为了利用模来刻画有点一致无折痕的 Banach 空间，对于任意 k e N，e e 

[0, 办 (X )), 记 


咚 sunc ⑷ =inf 




I Xi € Bx、i = 1,2, … ，/ c + 1, 


^ f \\ Xi - Xj \\^e,f, 9 eS x .A\f-9\\>e 
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^SUNC(X) = sup{£ e [0 ， Sfc pO) I 4" SUNC (e) = 0}, 

这里 Sk ( X ) 为存在 Xi , x 2 , ■■- ,^ k+i e Bx.minfllari - Xj \\ | i # j} > e 的 e e [0,2] 
的上确界. 

性质 7.5.1 问 设 A •是 Banach 空间， fc e AT, r e (0,2 ]，则 X 是 （ r ， fc )- 有点一 
致无折痕的当且仅当 £fc-SUNc(^) < J'- 

定理 7.5.1 1 5 )若 Banach 空间 X 是有点一致无折痕的，则 X 是超自反的 . 
关于不动点性质，有下面的结论成立. 

定理 7.5.2t 5 l 若 Banach 空间 X 是（ 1 ， A;)- 有点一致无折痕的，则 X 具有不 
动点性质 . 

推论 7.5.1 问 若 Banach 空间 X 是（ 1 ， A:)- 有点一致无折痕的，则 X 具有超 
不动点性质 . 


Otton Marcin Nikodym 于 18 8 7 年 8 月 13 日在奥匈帝国（今乌克兰）加利西亚 
的 Zablotow 出生 . 他的父亲在一次意外中去世时，他才一岁，不久后他的母亲也去 
世了 . 他在维也纳短暂停留后返回利沃夫， 1897 年，他在那里完成了高中教育.他 
于 1911 年毕业并获得在高中教数学和物理的资格 .1919 年 4 月 2 日， Nikodym 等 
16 个数学家创立了波兰数学学会 . 五年后，在 Sierpinski 的强烈要求下 ， Nikodym 
同意参加博士考试，根据 Wanda Styka 的说法， Nikodym 没有导师，他的博士论文 
就是他自己在没有任何人的指导下做出的结果， Sierpinski 是手续和形式上的导师 , 
Nikodym 在 37 岁时被授予博士学位 .1925 年，他在 Fundamenta Mathematicae 发 
表了第一篇论文 Sur une propreiet de l'operation (A), 在获得博士学位前，他没有 
发表过任何论文 . 

1925 年，他搬到在克拉科夫的雅盖隆大学，并开始发表论文 .1926 年到 1927 年， 
Nikodym 访问了索邦大学 . 他 1927 年回波兰后，在华沙大学获得教授资格 .1931 年， 
Nikodym 给波兰数学学会递交了论文 Sur le principe de minimum 
dans le probleme de Dirichlet, 他证明了 Hilbert 空间的每个闭凸集有唯一的范 
数最小元 .1930 年到 1945 年期间 ， Nikodym 一直住在华沙，直到二战开始都在大 
学讲课 . Nikodym 在此期间发表了 32 篇论文和并出版了四个教科书 . 

Nikodym 在 1945 年成为克拉科夫技术大学的教授，并在 1945 年至 1946 年学 
年教数学 . Nikodym 在 1946 年去了比利时和法国，在那里他开始了对量子力学的 
数学基础的研究工作 . 从 1948 年到 1965 年，他在美国俄亥俄州 Gambier 的私立 
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Kenyon 大学 . 退休后，于 1966 年搬到纽约的尤蒂卡，在那里继续他的研究 . 

Nikodym 以测度论闻名，如 Radon-Nikodym 定理在 /? n 中是 Radon 在 1913 
年证明的，一般情形是 Nikodym 在 1930 年证明的（见， de M. J. Radon. Sur une 
generalisation des integrales. Pundamenta Mathematicae, 1930, 15: 131-179.), 还 
有 Nikodym 收敛定理和 Nikodym-Grothendieck 有界性定理等 . 在泛函分析，有 
Banach 空间的 Radon-Nikodym 性质、 Frechet-Nikodym 度量空间等 . 

他的主要著 作有： 

Introduction to Differential Calculus (Warsaw, 1936) ( 与他的妻子合写 ). 

Theory of Tensors with Applications to Geometry and Mathematical Physics. I 
(Warsaw, 1938). 

Differential Equations (Poznan, 1949). 

另外， Nikodym 还喜欢优秀的文学作品和童话，他能够在钢琴上弹上好几个小 
时 . 除了波兰语，他还懂得英语、法语、德语和意大利语，并且能用这些语言讲课 . 
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第 8 章接近凸的 Banach 空间 

大学的生存条件是宁静与自由，自由是必须的，宁静是有益的，大学全部的外 
在组织即以这二点为依据 . 

Wilhelm von Humboldt (1767-1835, 德国，柏林大学第一任校长 ) 


8.1 接近一致凸 

Huff 在1980年给出了接近一致凸的概念[ 2 】.接近一致凸的 Banach 空间是自 
反的，并且具有 Kadec - Klee 性质，不过接近一致凸的 Banach 空间不一定是严格凸 
的，因此，接近一致凸具有较少的凸性特征. 

8.1.1 接近一致凸定义和性质 

若 x n € X ， ||0；„|| = 1, || x || = 1，当弱收敛到 a : 时，一定有按范数收敛到 
x, 则称赋范空间 X 具有 Kadec - Klee 性质 （ KK ) (或 Radon - Riesz 性质，或 （ H ) 性 
质).容易知道，赋范空间 X 具有 Kadec - Klee 性质等价于若 〜 e X ，|卜„|| < 1，当 
x n 弱收敛到; r ， 并且; r „ 不是 Cauchy 列时，一定有|卜|| < 1. 

为了方便，对于序列，记 

sep (x n ) = inf {|| a; n - x m \\ | rn ^ n }_ 

明显地，若 {x n } 不是范数的 Cauchy 列，则存在 {x n } 的子序列 {y n }, 使得 
sep ( y n ) > 0. 因此赋范空间 X 具有 Kadec - Klee 性质等价于若 〜 e X ， || x „|| < 1, 
当: r n 弱收敛到 A 并且 sep (: r „) > 0时，一定有|卜|| < 1. 

在 Kadec - Klee 性质的基础上， Huff 在1980年给出了更强一点的一致 Kadec - 
Klee 性质的概念【 2 !. 

定义 8-l.lt 2 ] 设 X 为赋范空间，若对任意 £ > 0, 存在 J > 0 ,使得当 
|| a ； n || < l , a；n 弱收敛到； C 和 sep (x n ) 彡 e 时，都有 彡1 一 则称赋范空间 X 具 
有一致 Kadec-Klee 性质 (uniformly Kadec-Klee property ). 

由于 X 为一致凸的赋范空间，对任意 e > 0,存在 <5 > 0 ,使得当 || a ;|| 彡1，_ 彡 
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1，并且 ||x - y\\>e Bt , 都有 
致凸性的弱化. 


—X H ——V 
2 2 y 


^ l - s . 因此，下面的接近一致凸就是一 


定义 8.1.2 [2] 

\\ x n \\ ^ l,sep ( x n 
N 

= 1,使得 

n=l 

uniformly convex ) 


设 X 为赋范空间，若对任意 £ > 0 ,存在 J > 0,使得当 
彡 e 时，都存在某个正整数 7 V 和实数 Ai , A 2 , •• - , Aat 彡0满足 

N 

< l -<5. 则称赋范空间 X 是接近一致凸的 (nearly 


容易知道，下面性质成立 I 2 】. 

性质 8.1.1 —致凸的赋范空间 X —定是接近一致凸的. 


性质 8.1.2 任意有限维的赋范空间 X —定是接近一致凸的. 

由上面性质可知，接近一致凸的赋范空间不一定是一致凸的. 

性质 8.1.3 一致凸的赋范空间 X —定具有一致 Kadec-Klee 性质. 

性质 8.1.4 具有一致 Kadec-Klee 性质的赋范空间 X —定具有 Kadec-Klee 
性质. 

在 Banach 空间中，定义范数 ||(x,y)|| = ||a:||i 2 + 则它具有一致 

Kadec - Klee 性氣但却不是接近一致凸的 Banach 空间.因此,具有一■致 Kadec-Klee 
性质的赋范空间不一定是接近一致凸的. 

定理 8.1.1 ( 2 1 Banach 空间 X 是接近一致凸的当且仅当 X 是自反的，并且 
具有一致 Kadec-Klee 性质. 

证明若久是自反的，并且具有一致 Kadec - Klee 性质，则由 Eberlein 定理和 
分离定理可知 Banach 空间 X 是接近一致凸的. 

反过来，若 Banach 空间 X 是接近一致凸的，则不难验证 X 具有一致 Kadec - 
Klee 性质.并由 Jame 定理可证 X 是自反的. ■ 

Huff 还证明了接近一致凸的 Banach 空间不一定具有等价的一致凸的范数 

命题 8.1.11 2 ! 存在 Banach 空间 X 是接近一致凸的，但 X 没有等价的一致 
凸范数. 

命题 8.1.2 PI 存在自反 Banach 空间 X ，没有等价范数使得 X 具有一致 

Kadec-Klee 性质. 

Partington 在1983年证明了 Lebsegue - Bochner 空间是接近一致凸的条件[ 16 】. 

命题 8.1.3 [ 16 丨 若 Banach 空间 X 是接近一致凸的，则 Lebsegue~Bochner 空 
间 L p ( X )( l ^ p < oo ) 也是接近一致凸的. 

Banach 空间 X 的一个序列 { x n } 称为一个基序列，若 { x n } 是它生成的子空 
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间 span ^ Zn } 的 Schauder 基 Prus 在 1989 年引入了接近一致光滑的概念 

定义 8.1.3 1 17 】 设 X 为赋范空间，若对任意£ > 0,存在7? > 0,使得对 
t e [0, y ] 和 X 的单位球的每个基序列 { x n }, 有 fe > 1,满足 || a；i + txk ||彡 1 + et . 则 
称赋范空间 X 是接近一致光滑的 (nearly uniformly smooth ). 

命题 8.1.4 M 若 Banach 空间 X 是接近一致光滑的，则 X —定是自反的. 
接近一致光滑和接近一致凸是共轭概念. 

定理 8.1.2 1 17 】 设 X 是 Banach 空间，则 

(1) Banach 空间 X * 是接近一致光滑的当且仅当 X 是接近一致凸的. 

(2) Banach 空间 X * 是接近一致凸的当且仅当 X 是接近一致光滑的. 
Dominguez 在 1995 年研究了接近一致光滑性模的性质 W .若 Banach 空间 X 

是一致光滑的，则对 X 的光滑性模 

= sup | l!£±M + ll ^ M -1,.,^^} 

有 lim = 0. 

t —>0 t 

定义 8 . 1 . 4W 设 x 为赋范空间，称函数 

r x ( f ) = sup {inf { " Xl + ton "工 " Zl - tXn " - 1 I n > l | | { x n } 是如中的基序列 j > 

为赋范空间 X 的接近一致光滑性模 (modulus of nearly uniformly smoothness ). 
可以验算，对于 Hilbert 空间 Z 2 , 有 T x ( t ) = Vl + t ^-1. 

从定义可以看出，对于任意 t > 0, 有 p x ( t ) ^ T x ( t ). 因此，若 X 是一致光滑 

的，则 lim =0. 
t-^o t 

性质 8.1.5 W 若 X 是自反 Banach 空间，则 

rxW = sup { inf { IK + ^nll + llxx-^ll _ 1|n>1}| 

{〜} 是 Sx 中弱收敛到 0 的序列 }. 


证明令 

r ^(0 = sup { i n f { ^1 + ^11 + 11^-^11 _ 1|n>1}| 
{ x n } 是中弱收敛到 0 的序列 }. 
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既然 X 是自反 Banach 空间，因此每个基序列都是弱收敛到0的序列.故 
r x ( t )^ T x { t ). 

另一方面，若 { x n } 是办中弱收敛到0的序列，若 Jim^inf || x n || > 0,则存在 
{ x n } 的子序列 { y n } 是基序列，并有 2/1 = xi , 故 

rx ⑷叫 " yi+ ^" yi : ， " -i|n>i} 

㈣ 卜 + te ""; K l | n > l }. 


若 lim inf || a : n ||=0, 则存在 { x n } 的子序列 { y n }, 使得 yi = x u 并且 lim y n = 0 . 

n ― ^oo n — mx) 

令是任意一个比 IV ⑴大的实数，则存在整数使得当 n > n Q 时，有 

llynll < |，故 


^ 112/1 + ty n \\ + \\yi - ty n \\ 1 
^ 2 1 
^ inf 1 11^/1 +^nll + llyi - ty n \\ 

> inf r Iki + tx n \\ 4 - 1|$1 - tx n \\ 


-1 \ n > lj 
—1 I n > 1 


因此 ’ r ? > r ' x ( t ), 所以 ， rw r ； f ⑴，故匕⑷ = r x ( t ). ■ 


性质 8.1.6 W 若 X 是 Banach 空间，则 X 是接近一致光滑的当且仅当 X 
是自反的，并且 



证明若 x 是自反的，并且 t i % ^^ = 0,则对任意 s > 0,存在7? > 0,使得 
Tx(t) ^teMt&[0, rt] 成立. 

设 { x n } 是闭单位球 Bx 的一个基序列，由于 X 是自反的，故可以假设 { x n } 
不是范数收敛的，并且 

|| 工 1 + tx Uk || ^ i((l + c)||xi + 2 tx nk \\ -h ||xi +2 tx nfc ||), 

这里 c > 1,1 + c < 1 , 并且 { a ^ ru .} •是 { x n } ■的一个子序列.则对某个 fc， 有 


||xi + tx nk || 彡 (1 + c)(l + 2 te ) < 1 + 3 te . 
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反过来，若 X 是接近一致凸的，则 X 是自反的.设 { x n } 是一个弱收敛到0的 
序歹！ J , 则对于任意£ > 0,存在 ry > 0,使得 || a：i + h n || ^ 1 -\-te 对任意 n> 1 成立， 
这里 {〜} 是 {x n } 的子序列，并且 q = X\. 既然序列 {xi, -z 2 , -Z 3 , * * • } 也是弱收 
敛到 0 的序列，故 ||xi -tz n \\ ^ l^te 对某个 n> 1 和任意 t e [0, rj\. 故若 t e [0,r/], 
则 

Iki - h ^ n || + \\ zx~tZnW _ 1 ^ t£ 

所以， =0 . ■ 

t — >0 t 

虽然 Prus 定义的接近一致光滑得到了很多的讨论，但该概念在形式上还是较 
为复杂 . Li Yongjin 在 1992 年给出了接近一致光滑一个比较简明的等价条件 [ 13 1. 
定理 8.1.3 1 13 1 设 X 是 Banach 空间，则下列条件 等价： 

(1) X 是接近一致光滑的. 

(2) 对于任意 e > 0,存在0 < <5 < 1，使得当 f n e S x -,x e S x ,\ f n { x ) - 1| < <5 
时，有 sep (/„) < e _ 

(3) 对于任意 e > 0,存在 0 < J < 1， 使得当 f n e B x -,x e S x ,\ f n { x ) - 1\ < S 
时，有 sep (/„) < e . 

(4) X * 是接近一致凸的. 

证明 （2) > (3) 对于任意 e > 0, 令 e ' = |，则存在 0 < 5' < 1， 使得当 

D 

fn € Sx * , X e Sxr \ fn ( x ) _ 1| < V 时，有 sep (/ n ) < £’. 

令5 = minjy , •，羞}，若夕 n e Bx^x e 5 X , Sl \ g n ( x ) - 1| < 5,令 / n = 

则 \ f n ( x ) -11 = ^ \9 nix ) -1| + |^ M 5n(x) | < 6 + < 5,•故 

sep (/ n ) < e \ 即存在 / n ，/ m ， 使得 ||/n - / m || < 〆 ，因而 


Wdn 9m\\ ^ 


9n 

9m 


in 


1 — ^ 

llffnll 

Il5m|| 

+ 

llffnll 9U 

+ 

llflmll 9m 


< 〆 + 


1 - ll^nll . I - II 分 m|| 


lbn || 

< + 2 J + 2(5 

^ £ £ £ 

^6 + 3 + 3 <e ' 




所以， sep ( Pn ) < e . 

(3) ⑷对于任意 e > 0,存在 0 < J < 1，使得当 f n eB x ^ xeSx , |/n ⑷一 
1 | < 6 时，有 sep (/ n ) < £：. 故若 € Bx*,sep (/ n ) ^ e , 则对于任意: r e 知， |/ n ( x )- 
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1\> S , 因此 |/„( x )| 彡 1 - <5,因而 ||/„|| 彡 1 - <5.令 J ' = 1 - <5,则对于任意 e > 0,存 
在0 < <5, < 1，使得 co ( f n ) f ) B ( O , S , )^0, 所以， X * 是接近一致凸的. 

(4) ^ (3) 假设 （3) 不成立，则存在句 > 0,使得对任意0 < < 1，存在序列 

A S，) £ B x ., x ^ eS x , \ fi S ，) ( x {S，) ) - 1| < 氕且 s 印 （/f > 句.既然 X* 是接近一 
致凸的，故对于句 > 0,存在0 < <5 < 1，使得当/„ e S x .， 且 sep (/„) 彡句时，有 
co(f n )f]B(O,S)^0. 

令 <5' = ~2~ 1 则由上面假设可知有序列 /n € Sx',X G Sx, 使得 |/n(l) - 1| < 
且 sep (/„) 彡 £： 0 . 由于 co (/ n ) f | S (0,5) 7 ^ 0, 即存在某个自然数 m , 0 < Ai < 

171 771 

i,E \ = 1 和 /„ f e {/ J , 使得 故 

i=l i=l 

6 > ii f>ui > > ¥, 

t=l i=l 

但这与 0 < <5 < 1 矛盾，所以，⑷ ^ (3) 成立. 

(4) => (1) 据文献[ I 7 ]. 

(3) (2) 容易证明. ■ 

Li Yongjin 还给出了接近一致光滑与其他光滑的联系. 

定理 8.1.4 1 13 1 若 Banach 空间 X 是接近一致光滑且光滑的，则 X 是强光 
滑的. 

证明 Banach 空间 X 是接近一致光滑，则 X * 是接近一致凸的，故 X * 是自 
反的，并具有一致 Kadec - Klee 性质，因而 X * 具有 Kadec - Klee 性质. 

若 x € Sx ，/„ e S x .， f „( x ) — 1， 则由于 X * 是自反的，故有 {/ n J C {/„}, 使 
得 f ni 弱收敛到/,容易知道 /(z) = 1. 由于 X* 具有 Kadec-Klee 性质，故/~ — /. 
由于 X 是光滑的，因而，/„ — /• 不然的话，则存在 e 0 > 0和 { f ni } C {/„}，使得 
||/ n < - /nil ^ £0,由上面的讨论可知存在子序列 { fn ik } Q {/„丄使得 /„ ifc —广对 
某个尸 e S x .， f ( x ) = i 成立.由于 X 是光滑的，故尸=/，但这与 ||/ ni -/||彡句 
矛盾.所以， X 是强光滑的. ■ 

由凸性与光滑性的对偶特征，容易知道下面结论成立. 

推论 8.1.1 [ 13 】 若 X * 是接近一致凸且严格凸的，则 X 是强光滑的. 

推论 8.1.2 1 13 )若；!：是接近一致凸且严格凸的，则 X * 是强光滑的. 

Prus 在 [18] 指出， Sekowski 和 Stachura 在 [21] 中给出了较弱的接近一致光滑的 
概念接近一致光滑 * .当 Banach 空间 X 是自反时， X 是接近一致光滑与 X 是接 
近一致光滑 * 是等价的.但从 [4] 中可知， co 是接近一致光滑 * 的 Banach 空间，因 
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此，接近一致光滑与接近一致光滑 * 是不同的. 

Pros 在 [18] 证明了 Banach 空间 X 是接近一致光滑 * 的充要条件是对任意 e > 
0,存在 T]> 0 ,使得对 t e (0,7?) fn B x 每个序列 { x „} ，有 || a：i + i ( x m - x „)|| ^ l+et 
对某个 n > m > 1 成立. 

Kutzarova 和 Rolewicz 在 1991 年还对一般的闭凸集引入了接近一致凸的概念， 
并讨论了它们的性质，并证明了下面的定理 I 12 】. 

定理 8.1.5 1 12 ) 设 X 是实 Banach 空间，若 X 包含一个有界闭凸集(7,它关 
于某个内点是接近一致凸的，则 A ： —定有等价的接近一致凸范数. 

Khamsi 在2012年还在度量空间中研究了接近一致凸 @1. 


8.2 局部接近一致凸 


设 X 是赋范空间， M 是 X 的有界非空子集， a { M ) 记 M 的 Kuratowski 非紧 
性测度，即 

a ( M ) = inf{e > 0 | M 可以被直径小于 £： 的有限个集合所 覆盖} ■. 

对于任意给定的/ e Sx * ,对 e e [0, 1], 用 F ( f , e ) 记按下面方式定义的 切片： 
F ( f , e ) = {x eX \ || x || < 1, f { x ) ^ 1 - £}. 

类似地，对任意给定的 : r e 知，对 e e [0, 1], 定义赋范空间 X * 的切片 F *( x , e ) 
如下： 

F *( x , e ) = { feX * | ll/ll < l ,/( x )^ l - £ }. 

水滴性质是 Rolewicz 在1986年引入的[ 19 丨，由 Rolewicz [ 19 ! 和 Montesinos ! 14 ] 可 
知下面结论成立. 

定理 8.2.1 设 X 是 Banach 空间，则下列条件等价： 

(1) A ： 具有水滴性质. 

(2) 对于任意 / e 5 x .， 有 lima ( F (/, e )) = 0. 

£—♦0 

(3) X 是自反的，并且 X 具有 Kadec-Klee 性质. 

Banas 在1990年引入了局部接近一致凸和局部接近一致光滑的概念 
设 X 为赋范空间，若对任意/ e S x ., 都有 a { F ( f , e )) = 0,则称赋范空间 X 
是局部接近一致凸的 (locally nearly uniformly convex ). 
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容易验证，赋范空间 X 是局部接近一致凸的当且仅当对于任意/ e 和 
e > 0,存在^ > 0,使得 

Banas 指出： 按他这样定义的局部接近一致凸与具有水滴性质是等价的，由上 
面的定理可知具有水滴性质的 Banach 空间是自反的，因此这样定义的局部接近一 
致凸不能看作是局部凸的推广，从而不是很合理. 

Banas 还给出了局部接近一致光滑的的 概念： 设 X 为赋范空间，若对于任意 
x £ Sx 和 e > 0,存在 <5 > 0,使得 

a ( F *( x , J )) < e . 

则称赋范空间 X 是局部接近一致光滑的 (locally nearly uniformly smooth ) 间. 

Banas 还讨论了局部接近一致光滑的和局部接近一致凸的关系等,不过这些可 
以看作是水滴性质的进一步讨论. 


这里，采用 Kutzarova 和 Lin Bor - Luh 在1994年给出的局部接近一致凸 
定义 [ ill . 

定义 8.2.11 11 ) 设 X 为赋范空间，若对任意0；€&彳>0, ^S = 5{ x , e ) > 
0,使得对 a ： e Bx,sep ( x n ) > e ，有 co ({ ar }( J { a ： n }) 门巧 0 ,占) / 则称賦范空间又 
是局部接近一致凸的 （locally nearly uniformly convex ). 


Panda 和 Kapoor 在 1975 年考虑了 ( WM ) 性质1 15 1若对于任意 ; c e S x , x n e 
B x ,f S 5 x -,/( x ) = 1 ，当 + 邱 — 2 时，一定有 { x n } 的子序列 { x n J , 使得 
f ( x ni ) ^ 1. 则称 X 具有 （ WM ) 性质.利用 （ WM ) 性质 ， Li Yongjin 得到局部接近 
一致凸的刻画丨 13 〗. 

定理 8.2.2 t 13 l 设 X 是 Banach 空间，则下面条件 等价： 

(1) X 是局部一致凸的. 

(2) X 是局部接近一致凸的，且；!：是严格凸的，并具有 ( WM ) 性质. 

证明明显地，只需证明⑵4⑴成立. 

假设久不是局部一致凸的，则存在 a ; e Sx , x n € 办和蛇 > 0,使得 || a : n - x || ^ 
4 并且 ||^||->1. 

由于 X 具有 ( WM ) 性质，故有 ^ e S x ., 使得 f x ( x n ) ^ f x ( x ) = 1,因此若 
{ x n } 的某个子列以 2 /为极限，则 + y ) = 2. 由于 X 是严格凸的，故 a ; = y ， 所 
以 { x n } 的任何收敛子序列一定以: r 为极限，因此 { x n } 不是全有界的，从而存在 
{ x n } 的子序列 { x ni }, 使得 sep ( x ni ) > > 0. 
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令功= min { e ()，€^}， 则 so > 0,并且存在 {2/ n } G {^ nj ， 使得 sep ( y n ) > 
印， \\ x - y n \\ ^ eo , 并且 1| — 1.由于 X 具有 ( WM ) 性质，故有{如}的子序 

列，不妨仍记为 {2/n}, 满足 f x ( yn ) - 1, 故对于任意0 < J < 1, 存在 尺， 使得 n > 7 V 
时， fx ( yn ) > 因而对任意 A € (0, 1), y e co { y n , n > N }， f x (Xx 4- (1 - X ) y ) 〉 i 故 
||Ax + (1 - A ) y || > S , 但这与 X 是局部接近一致凸的矛盾,所以， Banach 空间 X 是 
局部一致凸的 .■ 

Kutzarova 和 Lin Bor-Luh 在 1994年和 Wulede 和 Sayalatu 等在2007 
年讨论了局部 A ； 接近一致凸与其他凸性的联系等. 

8.3 接近严格凸 


Sekowski 和 Stachura 在 1988 年引入了接近严格凸和接近光滑的概念 I 21 ]. 

定义 8.3.1 ^ 设 X 为赋范空间，若 X 的单位球面 Sx 不包含非紧凸集，则 
称赋范空间 X 是接近严格凸的 （nearly strictly convex ). 

明显地，严格凸的赋范空间都是接近严格凸的，但反过来就不一定成立. 

定义 8.3.2 1 3 )设 X 为赋范空间，若对于任意 xeS x , 有 a ({/ e S x > \ f ( x ) = 
1}) = 0,则称赋范空间 X 是接近光滑的 （nearly smooth ). 

Sekowski 和 Stachura 证明了接近严格凸和接近光滑是共轭概念 1 21 1. 

定理 8.3.1 1 3 1 (1) 若；是接近严格凸的，则 X 是接近光滑的. 

⑵若 X * 是接近光滑的，则 X 是接近严格凸的. 

Shang Shaoqiang , Cui Yunan 和 Fu Yongqiang 在 2011 年给出了几个充要 
条件剛. 

定理 8.3.2 1 2 °1 若 X 是 Banach 空间，则下列条件 等价： 

(1) X 是接近严格凸的. 

(2) S x 的每个闭凸子集是紧的. 

(3) 对于任意 x £ S x 和任意 / e D ( x ), D ( f ) = {x e I f ( x ) = 1} 是紧的. 

(4) 对于任意 x e Sx , 存在 / e D { x ), 使得 D ( f ) = {x e 5 X I f { x ) = 1} 是 
紧的. 

oo oo 

(5) 对于任意 ： c G Sx ， 若 : r = ^2 ^ i x i 对 \ e (0, l ), y ^ Aj = 1 成立，则 { xi } 

i=l t=l 

是相对紧的. 
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8.4 弱接近严格凸 

Cabrera 和 Sadarangani 在2002年引入了弱接近严格凸性⑻. 

定义 8.4.11 8 ! 设 X 为赋范空间，若对任意/ e S x ., D [ f > = {x G I /( x ) = 

1 } 是弱紧的，则称赋范空间 X 是弱接近严格凸的 （weakly nearly strictly convex ). 

容易看出，自反的 Banach 空间是弱接近严格凸的.另外，在 C [0,1], 设 || a;||c = 

max | x ( t )|, 若定义新范数 
te [ o , i ] 

M = IWIc + ( 乂 |； r ⑷ I 2 出） +^^- sup || x ( f )- x ( s )| I | t - s | ^ ij , 

则 Kadec 在 1958 年证明了 C [0,1] 在范数下是接近严格凸的' 因此它是弱 
接近严格凸的，但它不是自反的 Banach 空间. 

定义 8.4.2 问设 X 为赋范空间，若对任意 a : e S x , D ( x ) = {/ 6 S x - | /( x ) = 
1 } 是弱紧的，则称赋范空间 X 是弱接近光滑的 （weakly nearly smooth ). 

明显地，自反的 Banach 空间一定是弱接近光滑的. 

命题 8.4.11 8 ! 存在弱接近光滑的 Banach 空间 X ， X 不是接近光滑的. 

证明在 Z 2 上，定义等价 范数： 

|| a ;|| = max 

用 X 记 （ Z 2 , H |), 则 X 是自反的，因此， X 是弱接近光滑的，但 Huff 证明了 X 不 
是接近光滑的 ％ ■ 

Cabrera 和 Sadarangani 在 2002 年证明了子空间能保持弱接近光滑性 〖 8 】. 

性质 8.4.11 8 ! 若 A ： 是弱接近光滑的 Banach 空间， M 是 X 的闭子空间，则 
M 是弱接近光滑的. 

定理 8.4.11 8 ) 设 X 是 Banach 空间，若 X * 是弱接近光滑的，则 X 是弱接 
近严格凸的. 

co 和^都不是弱接近严格凸的 . ^和 U 都不是弱接近光滑的. 



Gilles Pisier 于1950年11月18日出生于法国海外国家在西南太平洋，约1500 
公里位于澳大利亚东部 New Caleadoni 的首都 Noumea . 他的博士生导师是 Laurent 
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Schwartz , 他的姐姐 Marie-France 是一个著名的法国女演员. 1973 年到 1976 年，他 
发表了 16 篇 论文. 1977 年 11 月 10 日， Piser 被授予巴黎第七大学 Universit e 
Denis Diderot 的博士学位. 1981 年 10 月， Piser 成为法国皮埃尔和玛丽.居里大 
学的数学教授， 1985 起年是美国得克萨斯州 A and M 大学的特聘教授，他为泛函 
分析、概率论、调和分析、算子理论和 C *- 代数等作出了杰出贡献.在 Banach 空间 
几何方面，他证明了超自反 Banach 空间能够赋以指数型的一致凸等价范数. Pisier 
于 1997 获得了 Ostrowski 奖， 2001 年6月被授予波兰科学院的 Stefan Banach 奖 
章. Pisier 的主要著作有下面几本. 

(1) The Volume of Convex Bodies and Banach Space Geometry . 2 nd ed .. Cam ¬ 
bridge University Press , 1999. First published in 1989. 

(2) Introduction to Operator Space Theory . Cambridge University Press , 2003. 

(3) The Operator Hilbert Space OH . Complex Interpolation and Tensor Norms , 
Amer Mathematical Society , 1996. 

(4) Factorization of Linear Operators and Geometry of Banach Spaces . Amer 
Mathematical Society , 1986. 

(5) Similarity Problems and Completely Bounded Maps . 2 nd ed .. Springer , 
2001. First published in 1995. 

(6) Random Fourier Series with Applications to Harmonic Analysis . (与 Michael 
B . Marcus 合著 ）. Princeton University Press , 1981. 
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人不应被作为手段，不应被看作一部机器上的齿轮.人是有自我目的的，他是 
自主、自律、自决、自立的，是由他自己来引导内心，是出于他自身的理智，并按自 
身的意志来行动的.而教育的实质，就在于如何使人们能去理智地引导内心，理智 
地采取行动. 

Immanuel Kant (1724-1804, 德国，哲学家) 


9.1 A - 性质 

很多凸性都可以用闭单位球的端点来刻画，但如果要讨论比严格凸还要弱的 
凸性，那么闭单位球面上的点就可能不是端点.有很多不同的赋范空间，它们闭单 
位球上的任意一个点 : r e Bx , 都是闭单位球的某个端点 e 6 ext 和另一个点 

yeB x 的凸组合.即存在某个 A e (0,1), 使得 x = Ae + (1 - X ) y . 

9.1.1 A - 性质的定义 


Aron 和 Lohman 在1987年注意到了一个很好的几何性质，他们引入了 性 
质的概念 W . 具有 A - 性质的 Banach 空间的闭单位球都是它的端点的闭凸包. 

定义 9.1.1 W 设 X 为賦范空间， ^ eeext J Bx ,||2/| Kl ,0< A ^ l 1 
并且 x = Ae + (1 — X ) y , 则称序三元组 （ e ， y , A ) 是顺从于； r 的 （ amenable ). 

令 A ( x ) = sup{A I ( e , y , A ) 顺从于 z }, 若对于每个 ; r e Bx,x 都有一个顺从于 
x 的三元组，即对于任意 z € Bx ： 都有 A ( x ) > 0,则称 X 具有 A - 性质 （ A - property ). 

另外，若 inf { A ( x ) | x e Bx } > 0,则称 X 具有一致入-性质 (uniform A - property ). 

若在 i ? 2 取范数 H ( x 1 , x 2 )||-| a；1 | + | x 2 |, 则不难验证炉具有 A - 性质. 

设 C [0,1] 为 [0,1] 上所有的连续函数，由于 C [0,1] 的闭单位球的端点只有常 
数值函数 z ⑷:=1和 x ( t ) = -1，故对于 a : ⑷ = l -2 teC [0, l ], 容易证明，不存在 
( e , y , A ) 顺从于 x ， 因此， C [0,1] 不具有性质. 

对于任意 a :, j / e X ,用 (x : y ) 记开线段 { Aa : + (1 - X)y 丨 0 < A < 1}, 用 (x : y ] 
记半开闭线段 {Xx + ( l - X ) y \0< X ^ l }. 

Aron 和 Lohman 得到了 A - 性质的一些基本性质. 
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性质 9.1.1 W 设 X 是赋范空间，则 

(1) 若 e € ext 则 A ( e ) = 1. 

(2) 若 ( e ?2 /, A ) 顺从于 a :, 并且 A < l ,|| y || < 1, 则存在 A ' > X . y ' € 5 X , 使得 
y e { y f ： x ], 并且 ( e ， y ’, A ’) 顺从于 x . 

(3) 若 ( c , y , A ) 顺从于 X ，并且 0 < A / < A , 则存在 y ’ e (y : x )， 使得 ( e , y \ X f ) 
顺从于 a :. 

(4) 若 X 具有 A - 性质，则对所有 xeB x ,^ \{ x ) ^ 

(5) 若 X 是严格凸的，则对所有 xeB x , 有 A ( x ) < 1+ 2 ":" ，并且 A ( x ) 是可以 
达到的. 

(6) 若 X 具有 A - 性质， y 是；!：具有 A - 性质的线性子空间，并且 ext B y g 
ext B x , 则对任意 xeY , 都有 Ay ㈤ 彡 X x { x ), 这里 Ay 和分别为 By 和 
中的 A - 函数. 

证明 （1) 既然 （ e , e , 1) 顺从于 e ， 因此，明显地，有 A ( e ) = 1. 

(2) 既然 A < 1，因此存在£>0,使得 y f = y + t ( x - e ) 的范数为1.取 

X t _ t \ 

= 1-^ t - tX ' 

则 A ’ > X , y , e Sx , 并且 y £ ( y f •• x ], ( e ,^, A x ) 顺从于 x . 

⑶令 

(4) 若 （ e ， 2 /， A ) 顺从于 a :， 则 a : - Ae = (1 - A ) y , 故 
A — | Jx || ^ ||x _ Acj | ^ 1 — A . 


因此 

(5) 若: r # 0, a : € ■，贝 lj 


A ( x ) ^ 


1 + 1N1 

2 


( _ 1 + ||x[l \ 

Vwr ini ? 2 ) 


顺从于 rr . 


因此 

由 （4) 可知 


a (心 
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因而 


A ( x ) = 


! + Ikll 
2 


当 = 0 时，明显地，有 A(0) = l 

⑹由 A(aO 的定义，容易验证⑹成立 • ■ 


虽然 e e ext 时，有 A ( e ) = 1,但是 Lohman 在1987年证明了当 A ( a ;) = 1 
时，不一定有 a : e ext Sx 【 5 】. 

容易验证，与性质9.1.1(1)对应，有下面的结论成立. 

性质 9.1.2 设 X 是赋范空间，若对于任意 ; c e Sx ， 都有 A ㈤ =1，则闭单 
位球的端点在稠密. 

定理 9.1.1 W 设 X 是 n 维实赋范空间.则 X 具有一致 A - 性质.实际上，对 
于任意 x G Bx , 有 

入 ㈤ > ^ TT - 


n +1 

证明由于 X是 n 维实赋范空间，故对于任意 cc e 有 z = E A iei ， 这 

i=l 

n +1 1 

里 q € ext Bx，Ai > 0, y Ai = 1. 故存在知，使得彡一 ~^r- 如果入 a ：。 = 1 ， 那 

n + 丄 

么 a ; e ext Bx , 并且入⑷ =1. 如果乂。< 1 ,则 

e *：o 1 〉: 1 7 e i> ^ko 

k^k 0 1 - Afc ° 

顺从于 A 所以，X具有一致 A - 性质._ 

哪些具体的 Banach 空间具有 A- 性质呢？ Aron 和 Lohman 验证了一些具体的 
Banach 空间.若 r 是紧的 Hausdorff 空间，则 C X (T) 记 T 上的连续 X- 值函数全 
体在范数 ||a;|| = sup{||x ⑷ || \ t eT} 下构成的赋范空间.为了计算 C*x(r) 的入-函 
数，需要下面的 Borsuk-Dugundji 延拓定理. 

引理 9.1.1 W 设 r 是紧度量空间， Tq 良 T 的非空闭子集，X是无穷维的赋 
范空间.若 g : T 0 — S x 是连续映射，则存在连续映射 g ： T ^ S x , 使得 sir。 =丨 
引理 9.1.2 W 设 T 是紧度量空间，X 是赋范空间.若 e 是 C X ( T ) 闭单位球 
的端点，则对于任意 teT , 有 ||e ⑷ || = 1. 

证明假设存在 4 G r , 使得 ||e(to)|| = a < 1，令6 = ^-^,V = {t & 
T I ||e ⑴ || ^a + S},W = { t£T \ ||e ⑷ || > 1 - <5}. 贝 lj * 0 e V . 既然 || e || = 1, W ^0, 
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由 Urysohn 引理，有连续函数 f ，• T — [0,1], 使得 f ( V ) = { l }, f ( W ) = {0}. 对于 
取定的 a:。e Sx , 定义 U,v e Cx ( T ), u ( t ) = e ( t ) + Sf ( t ) x 0 , v ( t ) = e ( t ) - Sf ( t ) x 0 , PJ 

u,v 属于 C X ( T ) 的闭单位球，互不相等，并且 e = 但这与 e 是 C X ( T ) 

的闭单位球的端点矛盾. ■ 

若 e e C^(r)， 并且对于任意 f e T,e ⑷ e ext S x ， 则 e —定是 Cx ( T ) 的闭单 
位球的端点.因此，若 x 是严格凸的赋范空间，则任意 * e T , 有 || e ⑷ || = 1时 ， e 
一定是 C X { T ) 闭单位球的端点. 

定理 9.1.2 W 设 T 是紧度量空间， X 是无穷维的严格凸赋范空间.则 C X ( T ) 
具有一致 A - 性质.事实上，若 o : e <7 X (： T )， M 彡1，则 A ( x ) = 这里 m = 

inf {|| x ( t )|| U e r }. 另夕卜，若对任意 t e 7>⑷/0,则 X ( x ) 是可达到的. 

证明 设 a : = Ae + (1 - ；\) y , 这里 0 < A < 1， || y || < 1, 并且 e 是 C X ( T ) 的闭 
单位球的端点.则由引理 8.1.2 可知对于任意 t e 有 ||e ⑷ || = 1. 

既然 Ae ( t ) = x ( t ) - (1 - \) y ( t ), 因此 


A = ||Ae(t)|| ^ \\ x ( t )\\ + (1 - A)||y ⑷ || < \\ x ( t )\\ + 1 — A. 

对所有 i e T 取下确界，有 A < 对所有 A 取上确界，可得 Ah) < 

为了得到反向的不等式，若 m = 1,则 ||x(t)|| = 1对所有的 f e r 都成立，因 
此， a; 是 Cx { T ) 的闭单位球的端点，并且 A(;r) = 1 = ^ ^ m . 

若 m < 1，则分为两种情形.情形一，如果对所有的 t eT , 都有 a: ⑴一 0,则定 
义 e，y G C X ( T ) 为 


$⑷ 
¥ m ' 


~ 2 ii 工 ⑴II - 1 - 爪 

■ (1 -m)||x(t)|| 


则 e 是 C X ( T ) 的闭单位球的端点.并且，对于每个 teT ， 有 


j|y ⑷ K 


1 2 11^(011 _ 1 - m I 
1 — m 

11 刚 11 - ^ I + 1 ii 工⑴ ii -11 


并且 

因此 
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情形二，若对某些 f e 有 a : ⑷= 0,则 = 因此只需证明 AOr ) 彡^ 
设0 < A < ^选取5 >0,使得4<5 < 1 - 2 A . 定义 T 的闭子集 r 0 为 

T 0 = { teT \ || x ( f )|| 彡 <5或 || x ( t )|| > 25}. 

取定吻 e X ， || a ： o || = 1，定义 e : 7 b — 知为 

若 || a : ⑷ || < I 则吨）= x 0 •若 ||冲)|| 彡2<5,则 e ( t ) = - r ^- r . 

II 圳 II 

既然 e 在 T 0 上连续，因此，由引理 8.1.1 可知，存在连续映射 e ' : 了 — 知是 e 
的延拓，明显地，^是 C X ( T ) 的闭单位球的端点. 

定义2/ e C X ( T ) 为 

x — \e! 

y = T ^ T . 

由于 || a ;(0|| ^ 25,因此 

.. x{t) 

丄一 A 丄 —— A 


由 || z ⑷II < 2 J 可知 


1刚1 < 


Mt)\\ + X 


^丄 

1 -A 1-入 


< 1. 


既然 x = Ae , + (1 - X ) y 和0 < A < • 是任意的，因此 A ( a ;) 彡 _. ■ 

不难验证， C Rn ( T ) 不具有 A - 性质，因此，上面定理在； S ： 是有限维严格凸赋范 
空间时，结论不一定成立.不过， X 是无穷维严格凸赋范空间也不是必要条件 ， Aron 
和 Lohman 得到了下面结论. 

定理 9.1.3 W 设久是严格凸赋范空间，X的实维数大于等于 2, 则 C X ([0,1]) 
具有一致 A - 性质.事实上，若 x e Cx ([0, l ]),|| x || < l,m = inf {| 剛 I \ teT }, S!'J 

入 ㈤ = 另外， 若对所有 te [0,1], a ; ⑷兴 0, 则 \{ x ) 是可达到的. 

对于赋范空间 X山 ( X )和 l x ( X ), 分别记所有 X 值的绝对收敛序列 a ; = (^) 

oo 

和有界序列 ： r =(而）全体在范数 ||: r || = ^2 Ikill 和范数 ll^ll = sup || xi || 下构成 

的赋范空间. Aron 和 Lohman 还讨论了 h { X ) ^0 loo ( X ) 是否具有一致 A - 性质的 
问题. 
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定理 9.1.4 W 设 X 是严格凸賦范空间，则 h{X) 具有 A - 性质，但不具有一 
致 A - 性质. 

事实上， 7^ x = ( xi ) G /i(X),||x|| < 1,M = supdliiH I i e N}, JH'J 

A(x) = 

并且 A(x) 是可达到的. 

定理 9.1.5 W 设 X 是严格凸赋范空间，则 l x {X) 具有一致 A - 性质. 

事实上，若; r = ( Xi ) € loo(X), || x || < l,m = infdliill | i G N}, I'J 

A(x) = 


并且 A(x) 是可达到的. 

对于赋范空间 X , c ( X ) 记所有 X 值的收敛 序列 ; c =(而）全体在范数= 
sup || a ； i || 下构成的赋范空间. Aron 和 Lohman 还证明了 c ( X ) 具有一致 A- 性质. 
定理 9.1.6 W 设 X 是严格凸赋范空间，则 c ( X ) 具有一致 A - 性质. 

事实上，若 a; =㈤ e c(X), ||x|| < l,m = inf{||a: i || j i € N }, f] 

A(x) = 


并且，若 lim 心 笋 0 ，则 A ( x ) 是可达到的. 

i—>oo 

由于 Zoo 具有一致 A - 性质，但它的子空间 co 不具有一致 A - 性质.故子空间不 
一定能保持一致 A - 性质. Lohman 在1992年还证明了 A - 性质不是三空间性质[ 6 1. 

定理 9.1.7 1 ®] 存在一个不具有 A - 性质的 Banach 空间 X , X 有一个闭的线 

性子空间 y , 使得 y 和 X / Y 都是严格凸的. 

从上面定理知道，闭子空间 F 和商空间 X / Y 具有 A - 性质时， X 不一定具有 
A - 性质. 

定理 9.1.8 问 设 Z 是一致凸 Banach 空间，则 X = l ^ Z )/^) 具有一致 
性质，但 X 没有严格凸的等价范数. 

这里 co ( Z ) 为取值在 Z 的所有收敛到0的序列 z = (^)全体在范数||邶= 
sup || zi || 下形成的 Banach 空间. 

Bogachev , Mena-Jurado 和 Navarro-Pascual 在 1995年还讨论了从拓扑空间 T 1 
到 Banach 空间 X 的连续有界映射全体构成的 Banach 空间的 A - 性质 M ， 他们得到 
的结果形式上与前面相关的结果是类似的. 
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9.2 A - 函数的性质 


引理 9.2.1 W 


设 X 是具有 A - 性质的赋范空间，若 x e S x ，x / 0,则 
1 + Nl x ( 上 


A(x) ^ 


VNI 


)• 


证明若 | W| = 1，则结论明显是成立的.因此，不妨设|问| < 1.令 2 
x >y = 则 Ikll = IMI = 1，且 


wr _ w : 


，1 + NI 、 


+ NI' 


x = I ― I z + (1 — 1 - 2 - j y. 


对于给定的 e > 0,有 ( e,y , , A) 顺从于 2 对某个 A(z) - e < A 成立.令 


A 7 


"1 + W 


和 


(1+ 11x11)(1-^4-(1-11x11)2/ 


" 2-(l + IW|)A 

不难验证 （e,2/"，A') 顺从于 z, 这就证明了 


A(x) > 


，)( 


A( M) 一十 


所以，引理得证. ■ 

定理 9.2.1 W 设 X 是具有 A- 性质的赋范空间，7■是 X 上闭范数拓扑弱的 
Hausdorff 向量拓扑，若 ext Sx 是 r- 序列紧的（或 t - 紧的)，并且是 T - 序列闭 
的（或 T - 紧闭的)，则 

A(x) = lim A(rx), x G Sx. 

r —*1 _ 


为了进一步讨论 A- 函数的性质， Anm 和 Lohman 给出了下面的辅助函数.设 
uGS x , 定义 


X(u,x) = sup {A I 0 彡入彡 l ， a: = Au + (1 - A)y 对某个 y e B x }, x e B x , 
a(u,x) = sup{a j a 彡 0, ||x + a(x — u )|| = 1 }， x e Bx\{u}. 
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y(u,x) = x + a(u,x)(x — u), x € jBx\{u}- 
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从几何直观上来讲， 若 x e 则 y{u,x) 就是在 u 到 a: 的线段上离 u 最 

远的单位向量 . 

不难验证，下面结论成立 . 

引理 9.2.2W 设 usSx ，贝 ij 

⑴若 M&\W, ^Ku,x) = I f^ y 

(2) 若: r G 5义\{以}, 则 a: = A(u, x)u + (1 — A(u, x))y(u, x). 

(3) 若： r e S x \{u}， 则 \(u,x)= pH . 

\\u-y(u,x)\\ 

(4) 若 X 具有 A- 性质， x e Bx^ ll'J A(x) = sup{A(e, x) \ e E ext Bx}- 
定理 9.2.2 W 设 X 是赋范空间，则 

(1) 若 |卜|| = 1，|问|<1，||2：||<1,则 


a(u, x) — a(u, z) 

/ _ \ OL{u,x)(l^ra{u,z)) a{u, ^)(1 + a(u ? x)) ] ] ，^ 」■ 

^ max ^ ’一 ^ 卜 4 


(2) 若 ||u|| = I 卜 || = 1, ||a;|| < 1, 则 


| a ( u , a ;) - o ：( u , a ;)| ^ - u ||. 


证明 （1) 由于 y ( u ， z ) = z + Q !( U ，_ Z )(2 - u ), 故 

y(u, > 2 ：) = x -f q(w, z)(x 一 tz) + (1 + a(u, z))(z — x). 

故 

I ||y(u,x)|| - ||x + a(u,z)(x-u)|| I 
=1 ||s/(«, 2 )|| - ||x + a(u,z)(x-u)|| I 
^||j/(u,2) — x - a(u, z)(x - u)|| 

<(1 + a{u,z))\\x - z\\. 

不妨设 X 是实的赋范空间，根据 Hahn - Banach 定理,存在/ e X *，使得||/|| = 
1 ， 并且 

1 = f{y(u,x)) = f{x) + a(u, x)f(x - u). 
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因此 

因为 


fix - U ) = 


1 - /㈤ 彡 
a(u, x) 


i-NI 

a{u, x) 


{a(u,z) - a(u, x))f{x -u) 

=f(x + a(u, z)(x — u)) — f(x + a{u, x)(x — u)) 
=f(x + a(u,z)(x - u)) - ||y(u,a:)|| 

^|a; + Q ： (u,2)(x-u)|| - ||y(u,a;)|| 

<(1 + a(u,z))||o; - z\\. 


所以 


a(u, z) — a(u,x) ^ 


a(u,x)(l + a(u,z)) n __ 」, 

^ "" 


如果将上面推导中的 a ; 和 Z 交换，那么就可以证明 


a(ix, x) — a{u^ z) ^ 


a(u ) z)(l + a(u, x)) 

ihRI 


||x-z||_ 


因此， （1) 得证. 

(2) 证明方法与 （1) 是类似的. ■ 

由上面引理 9.2.1 和定理 8.2.2 可知下面推论成立. 
推论 9.2.1 W 设 X 是赋 范空间，则 

⑴若 IMI = i,IWI<Mkll<U 


|A(w,x) — X(u, z) ^ 


max 


A(u, x) \(u^z )[ 


\\^~4 - 


(2 ) 若 ||u|| = ||d|| = l,||a:|| < 1 ，则 


| A ( ii , x ) — A ( v , x )| ^ 


A(u, x)A(v, x )! 

i-NI 1 



推论 9.2.2 W 设 X 是赋范空间， 0 < r < 1 •若 || u || = || v || = 1, || x || < 1， ㈣ < 

1，则 

| A ( u , x ) - A ( u ,^)| ^ (|| a ： -- z || + || ti - u |[). 

因此，映射 (n, x) —> A(w ， ;r) 是 x 上的 Lipschitz 映射. 
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由推论 9.2.2 和引理 8.2.1 不难知道下面推论成立. 

推论 9.2.3 W 设 X 是具有性质的赋范空间， 0 <r < 1,若< 1,||2|| < 

r , 则 

| A ( x ) - A ⑷ | < 2 ( l + - r ) ^ - 2 ". 

因此， A 函数是 rB x 上的 Lipschitz 映射，并且在开单位球心上是连续的. 

由上面结果可知，若 X 是有限维赋范空间，则 A 函数在开单位球上是连 
续的，不过它在单位球面却有可能不连续. 

定理 9.2.3 W 设 X 是有限维赋范空间，若 a ； e ext B x \ext B x ， 则 A ( x ) < 1, 
并且 A 函数在 x 点是不连续的. 

由于 e e ext S >： 时，有 A ( e ) = 1,因此，下面结论成立. 

推论 9.2.4 若 X 是有限维赋范空间，则 xeB x 是闭单位球的端点当且仅 
当 A ( e ) = 1. 


9.3 端点与 A- 性质 

定理 9.3.1 W 设 X 是具有一致 ; V- 性质的赋范空间，若 0 < A < inf{A(x) | x G 
Bx}, 则对任意 ; E e B Xl 存在序列 {ej} s ext B x , 使得 

n 

H <(1 - A)"， 4 = 1 ， 2，-_. 

i=l 

证明由于 X 具有一致 A - 性质，故存在 ( ei , xi , A ) 顺从于 rr , 即 a : = Aet + 

(1 - A ) xi . 由 : ri = — ― 可知，彡 1， 因此存在 ( e 2, X 2, A ) 顺从于 ，故 
1 一 A 

a ? = Aei + A (1 — A ) e 2 + (1 — A ) 2 X 2, 

并且 

||x — Aei — A (1 — A ) e 2|| ^ (1 — A ) 2 . 

由归纳论证知道，存在序列 Q ext 使得 

n 

x-^A(l - A) i_1 ei ^ (1 - A) n , z = 1,2,-.- . ■ 

i=l 

oo 

由于 0 < A < 1 时，有 f A (1 - A )'- 1 = 1, 故定理 9.3.1 实际上给出了两个 
结论： ，=1 
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(1) 对于任意 xeB x ,x 是闭单位球的端点的无限凸组合，即存在 ei e ext B x , 

oo 

使得 a ； = ^2 入 i e i _ 

i=l 

(2) 上面级数的部分和收敛到； E 是一致收敛. 

实际上,上面 （1) 和 （2) 成 立时 , X —定具有一致 A - 性质. 

推论 9.3.1 W 设 X 具有一致 A - 性质当且仅当存在凸序列 { Xi }, 使得对于任 

OO 

意 x G Bx , 存在 {ej C ext Bx , 满足: r = Xjej . 

i=l 

Aron , Lohman 和 Sudrez 在 1991 年证明了相似的结果[ 2 】. 

定理 9.3.2 ^ 设 X 是具有 A - 性质的赋范空间，则对于任意 z 是闭单 

oo 

位球的端点的无限凸组合，即存在凸序列 { Ai } 和 { ei } g ext Bx , 使得: c = ^ A iei . 

i =\ 

要注意的是推论 9.3.1 中的人 与; e 的选取是无关的. 

定理 9.3.3 W 设 X 是具有 A - 性质的赋范空间，则 

(1) 若凸函数 f : B x — R 达到它的最大值，则 / 一定在闭单位球的端点上达 
到它的最大值. 

(2) 若久是 Banach 空间，则是它的端点的闭凸包. 

证明 （1) 设凸函数/在: c 点达到它的最大值，由于 X 具有 A - 性质，故存在 
( e , y , A ) 顺从于 x _ 既然 : r = Ae +(1- A ) y , / 为凸函数，因而 f{x) < A /( e )+( l - A )/( y ). 
故由0 < A 彡1可知 /( e ) = /( x ). 

(2) 反证法.假设存在 ; r G B x \ co(ext B x ), 则存在 f £ X * 和实数 M ， 使得 
ll/ll = 1, 并且 f ( y ) < M < f ( x ) 对任意 y e co(ext B \) 成立.由 Bishop-Phelps 定 

理，存在 s e X *， 使得 || 5 || = 1， 11/ - S || < ’ ㈤ ― M 并且 5 在 Bx 上达到它的 
范数_ 

直接计算可知 

\9( v )\ + ’㈤ 4 < g ( x ) 

对所以 y S co(ext Bx ) 成立.因而 g 不在 ext Bx 上达到它的范数，但这与⑴矛 
盾，由反证法原理可知 （2) 得证. ■ 

最后，由于赋范空间 X 是严格凸的当且仅当任意单位球面上的点都是圆点，故 
用圆点代替端点，按类似 A - 函数的方法定义相关的函数，那么它具有什么性质呢？ 
定理 9.3.4 设 X 为赋范空间，则 任意 ； c e Sx ， 存在圆点 e ,|| y || < 1,0< ) 5<1, 
使得 : c =加+ (1 - /?)2/当且仅当 X 是严格凸的. 

证明 若 x e S x ,x = /3 e+(l - 0， e 是 X 的圆点，则存在/ e S x ., 使得 




9.3 端点与 A - 性质 


. 147 . 


/( x ) = 1, 故 /( e ) = 1， 因此 ， ||x + e || = 2_由于 e 是圆点，因此， x = e , 所以，任意 
a : e 办都是的端点，即 X 是严格凸的. ■ 


WladyslawOrlicz 于1903年5月24日出生在奥匈帝国（现在的波兰）加利西亚 
的 Okocim , Orlicz 的家人在1919年搬到波兰的利沃夫，在那里他完成了中学教育， 
然后在 Stefan Banach , Hugo Steinhaus 和 Antoni Lomnicki 任教的 Jan Kazimierz 
大学学习数学. 

从1922年到1^9年，他在 Lvov 的 Jan Kazimierz 大学当教学助理，于19；28年 
在 Eustachy Zylinski 指导下完成了 博士论文 Some problems in the theory of orth ¬ 
ogonal series . 

Orlicz 于 1929-1930 年得到理论物理的奖学金，在哥廷根大学 (Gottingen uni - 
versity ) 与 Zygmunt Wilhelm Birnbaum 合作. 1930 年到 1阳1 年，他们在 Studia 
Mathematica 发表了两篇论文.他们的结果是 Orlicz 从1932年到1936年研究比 
L p 空间更一般的函数空间的起点，这些函数空间后来被称为 Orlicz 空间. 

从泛函分析的角度来看， Orlicz 空间首次在出现在1932年 Orlicz 的论文中，而 
更一般的具有 A 2 条件的 Orlicz 空间出现在1936年. 

1937年 Orlicz 成为波兹南大学的教授（现在的亚当密茨凯维支大学)，第二次 
世界大战他生活在利沃夫.1940年1月至1941年6月他是 Iwan Franko 的州立大 
学教授. Orlicz 在1945年3月回到波兰，1945年5月回到了波兹南大学. Orlicz 于 
1974年退休.他在几个方面都有重要 贡献： 函数空间（主要是 Orlicz 空间）、正交 
级数、 Banach 空间的无条件收敛、可和性、向量值函数、度量局部凸空间、 Saks 空 
间、实函数、测度论和积分和模空间等. 

以 Orlicz 的名字命名的有 Orlicz - Pettis 定理，设 X 是 Banach 空间， { a :„} 是 

oo oo 

X 的序列，若级数是子级数弱收敛的，则级数是子级数范数收敛的. 

n=l n=l 

Orlicz 空间的凸性和光滑性等几何性质都得到了非常深入和具体的研究，与 
Orlicz 的工作有关的著作有很多： 

(1) Krasnoselskii M A and Rutickii Ya B . Convex Functions and Orlicz Spaces . 
Groningen , 1961. 

(2) Lindenstrauss J and Tzafriri L . Classical Banach Spaces I , II . Springer , 1977, 
1979. 

(3) Wu C and Wang T . Orlicz Spaces and Their Applications . Harbin , 1983. 
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第 10 章复凸性与复光滑性 

大学的理想要靠每一位学生和教师来实践，至于大学组织的各种形式则是次要 
的.如果这种为实现大学理想的活动被消解，那么单凭组织形式是不能挽救大学生 
命的. 

Karl Theodor Jaspers , (1883-1969,德国，哲学家) 

10.1 复严格凸 

Thorp 和 Whitley 在 1967 年引入复端点的概念，证明了对取值于复 Banach 空 
间的解析函数，强极大模原理成立当且仅当 X 是复严格凸空间1 12 1，从而开始了复 
几何性质的研究. 

10.1.1 复端点的定义 

定义 10 .1.1 1 12 1 若 C 是复 Banach 空间 X 的一个凸子集， e 0 e C ， 若对 
■y e X,{e + zy \ | z | 彡 1} C C 1 ， 则 y = 0, 那么称 e 是 C 1 的复端点 (complex extreme 
point ). 

性质 10.1.1 [ 12 】 设 C 是复 Banach 空间 X 的一个凸子集，则下列条件 等价: 

(1) e 是 C 的复端点. 

(2) 若对 yeX，{e + 2 y | | z | = l } gC ， 则 y = 0. 

(3) 若对 j / eX，{e + Z y I 2： = 土1， 土 i } gC ， 则 ? / = 0. 

从定义容易验证，若 e e ext 则 e 是 C 的复端点，因此，关于复端点的 
Krein-Milman 定理也是成立的. 

定理 10.1.1 设 C 是复 Banach 空间 X 的一个紧凸子集，则 （7 是它的复端 
点的闭凸包. 

虽然对于有些复 Banach 空间，如 L p (5, S ,/ i ), 1 < p < oo , 单位球上的点是端 
点当且仅当它是闭单位球的复端点.但对情况就不同. 

定理 10.1.2 1 12 1 任意 Li ^ S ./ i ) 单位球面上的点都是复端点. 

特别地，复 Banach 空间1 (0, 1) 的闭单位球没有任何（实）端点，但单位球面 
上的点都是闭单位球的复端点. 
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对于复 Banach 空间闭单位球的复端点， Mupasiri 在 1992 年的博士论文中得 
到了它们的刻画 

定理 10.1.3 M 设 X 是复 Banach 空间， a : e Sx ， 则下列条件等价： 

(1) ^是闭单位球的复端点. 

/*27T 

(2) 存在某个0 < p < oo , 使得对所有非零的 yeX , 有 j \\x + e ie y \\ p — > 1. 

/ 27 r ^ r \ 

llx + e^f — > 1. 

定义 10.1.2 W 设 X 是复 Banach 空间，若任意 x e S x 都是 X 的闭单位球 
B x 的复端点，则称 X 是复严格凸的 (complex strictly convex). 

由定理 10.1.2 可知 Li(5,E,//) 是复严格凸的 . 另外， Hardy 空间丑 1 是单位圆 
1 / ，27r 

盘上的所有满足 sup # / \f(re ie )\d9 < 00 的解析函数,它在范数 

0<r<l ^7T Jq 

1 /* 2 丌 

ll/ll = sup — / \f(re l0 )\d9 

0<r<l ^ Jo 


下也是复严格凸的 . 

IstrS^escu I 和 Istra^escu V 在 [4 ] 猜测 i/°° 是复严格凸的，但 Jamison, Loomis 
和 Rousseau 指出，丑 00 不是复严格凸的 

Jamison, Loomis 和 Rousseau 在 1985 年还考虑了 X )在什么情况下是 
复严格凸的问题 

命题 10 .1.1 间 设 H 是复 Hilbert 空间，则 Li(/x,77) 是复严格凸的 . 

命题 10 .1.2 间 设久是复 Banach 空间，若；>£：是（实）严格凸和（实）光滑 
的，则 Li(m,X) 是复严格凸的 . 


10.1.2 复严格凸的性质 

设叉是复 Banach 空间， X 上的半内积 （ semi-inner product) 是 X x X 到 C 1 
的映射，满足 

(1) [Ax + y, fiz] = X{l[x, z] + Jl[y, z], 

⑶ [x’x] = ||x|| 2 , 

⑶ I [: r ， y]K|M||M|_ 

Lmner 在 1961 年证明了任意赋范空间 X ，都一定可以构造半内积 [ ，]，不过 
一般不是唯一的 

IstrS^escu I 和 Istr 辦 escu V 在 1979 年利用半内积来刻画复严格凸 ⑷. 
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性质 10.1.2 ⑷ 复 Banach 空间X是复严格凸的当且仅当 

||u + e ie v\\ < ||u|| 且 [w，uj = 0时，有 v = 0. 

证明 不失一般性，不妨设 | M | = 1.若 x 是复严格凸的，并且 
||w + e tfl w || < || u || 且 [ U ， it ] =0， 

则对所有的复数 A N < 1，有 

||u" 2 = 1 = [u，u] 

= [u 4- zv, u] ^ ||w 4- zv\\ 

=\\re i0 v + re i0 {e- i0 u) + (1 - r)e i6 {e~ ie u)\\ 

< r||u + e l6 u\\ + (1 — r)||u|| 

^ 1, 

Hi u + zv e Sx, 因此 ， u = 0. 

反过来,假如 X 不是复严格凸的，则存在某个: r 0 e XJmli = 1和某个 2/0 e X ， 
对所有的 z，lzl < 1，有 

||a：o + zy 0 \\ < 1. 

若 [ yo ， a ： Q ] 一 0, 则 

I [xo+ zy 0 , a；o] I = I z[y 0 , x 0 ] + 1 丨 < 1 

不可能对所有的 M 彡 1 都成立，因此 [ yo , x 0 ] = 0,故如= 0,所以，性质 10.1.2 
得证. ■ 

用同样方法，可以证明下面结论成立. 

性质 10.1.3 W 复 Banach 空间X是复严格凸的当且仅当 

(1) ||u + zv\\ = 1,对任意 Id 彡1 都 成立， 

(2) IMI = 1 ， 

(3) [v, u] = 0时，有 v = 0. 

从复严格凸的定义，容易知道下面性质成立. 

性质 10.1.4W 若X是复严格凸的， M 是X的闭子空间，则 M 是复严格 
凸的. 

性质 10.1.5 ^ 若；是复严格凸的， M 是X的自反子空间，则 X/M 是复 
严格凸的. 
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10.1.3 最大模原理 


Thorp 和 Whitley 对取值于复 Banach 空间的解析函数，给出了强极大模原理 
(maximum modulus theorem ) 成立的刻画[ 12 !.为了更好地理解 Thorp 和 Whitley 
的结果，可以先回顾一下复函数中的一些定义和结果. 

定义 10.1.3 设 D 是复平面的非空开子集， (7 为所有的复数，函数 /: D -> C ， 
若 


在 2 2 () 时存在，则称函数 f 在 z Q e C 点有导数 ( derivative ), 记为 f’(z 0 ). 

若对于任意 2 e 都存在，则称函数/在 D 上是解析的 （ analytic ) 或全 

纯的 （ holomorphic ). 

若函数/在平面上所有的点都是解析的，则称/是整函数 (entire function ). 
Liouille 证明了下面著名的结果. 

定理 10.1.4 ( Liouille 定理）若整函数是有界的，则它一定是常数. 

复平面的区域是指复平面的一个非空连通开子集. 

定理10.1. 5 (最大模原理）设£>是一个区域， f .. D — C 在 D 是解析的， 
若卻 G A 则/在乃上是常数，或者在卻的每个邻域 C /， 都存在 q e C /， 使得 

1/( 之 o )| < 1/( 之 1)|_ 

换句话来说，如果函数/是一个解析函数，那么它的模的局部最大值不可能在 
其定义域的内部取到. 

类似地,对于定义在复平面的开子集£»，取值在 Banach 空间的函数/,有下面 
的定义. 


定义 10.1.4 

X , zo € 若 


设 乃是复 平面的非空开子集， X 为 Banach 空间， 函数 f _ £> — 


lim 


f( z ) - /㈤ 

z - z 0 


在 2 — > 之 0 时存在，则称函数/在么 0 点有导数 ( derivative ), 记为 f ’( zo ). 

若对于任意 2 ： € D ， f[z) 都存在，则称函数 f 在 D 上是解析的 （ analytic ) 或全 
纯的 （ holomorphic ). 

Thorp 和 Whitley 在1967年给出了取值于复 Banach 空间的解析函数强极大 
模原理成立的刻画. 

定理 10.1.6 [ 12 1 设 X 是复 Banach 空间，则 X 是复严格凸的当且仅当强极 
大模原理成立.即对于区域 D 和解析函数/: D — 义， 要么 ||/( z )|| A D 没有最大 
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值，要么||/ ㈤ || 在 Z ? 上是常数. 

证明 （1) 假设|卜|| = 1,并且 a ： 不是复端点，则存在 y 一 0,使得 \\x + zy \\ < 1 
对所有>1 < 1成立.若对某个 | zo | < 1，有 ||;r + 2 Q y || < 1,则 

M„ii ^ || a ； + z 0 y \\ + \\x - z 0 y \\ ^ t 

IfII ^-2-< 1 - 

矛盾.故对所有|么| < 1，有 ||x +邛|| = 1_ 

令 f ( z ) =x + zy , 则在 区域间 < 1上,解析函数/不是常数，但在 Z ) 可以取 
到最大值 1. 

反过来，假设 X 的单位球面上的点都是 X 的闭单位球的复端点，/是区域 D 
到 X 的解析函数，||/(4||在 D 中某个点 z 达到最大值.则根据一般形式的定理, 
对所有的 2 S A 有 ||/ W || = a , a 是常数. 

若 a = 0 ,则/⑷= 0,因此/是常数.若 a # 0 ,则^在 D 上的模为 1. 由唯 

一性定理，只需证明 f 在 D 的某个邻域是常数.用变量变换，不妨设邻域为单位圆 
盘的内部.因此，只需先证明下面的定理，定理 10.1.6 就成立了. 

定理 10.1.7 1 12 )设/是从单位圆盘的内部到复 Banach 空间 X 的解析函数, 
并对 H < 1，有 "/ ⑷" =1.若 /⑼是 X 的闭单位球的复端点，则/(幻对|«| < 1 
是常数. 

同时，定理 10.1.7 在/⑼换为/的值域上的任意点/⑺时，也是成立的.定 
理 10.1.7 的证明依赖于下面的引理. 

引理 10.1.1 [ 12 1 设£»是复平面的区域，； C 是复 Banach 空间，/ : D — X 是 

对任意 2 e D , 都有 ||/( z )|| = 1的解析函数.则对任意 y eco /(£>), 有 IMI = 1. 

n 

证明设 y € 面 f(D), 则存在正数 ai ,, a 2 , ••- 满足 ^ a i = * * * , 

i=l 

n 

Z n e D, 使得 y = y ^ aif ( zi ). 由 Hahn - Banach 定理，有连续线性泛函？ e Sx ，' 

使得 x *( f ( Zl )) = 1:_既然 \ x *( f ( z ))\ < |卜*||||/⑷ || = 1 对任意 z e D 成立，因此 
: r */ 是 D 上的解析函数，并在^达到最大值.由古典的最大模定理可知对于任意 

n 

2 ： € _ D , 有 = 1 . 因此由 x *( y ) = y ^ aiX * f ( zi ) = 1 可知 || y || 彡 1_ 既然 

i=i 

n 

112/11 < 1>||/ ㈤ || = 1，故 | M | = 1. 因此，55 /⑼由模1 的点组成，从而定理 
1=1 

得证. ■ 

定理 10.1.7 的证明还要用到下面的引理 10.1.2, 这里省略了它的证明. 
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引理 10 . 1.2 1 12 1 存在常数 AT, 使得对于每个 n ， 有复数 名 1 , 勿， … ，艺 71 ，满足 
⑴对于 i = 1,2,…， n, 有 |a| < M. 



(3) 对于 p = 2,…， n ， 有 - ^ = 0. 

定理 10.1.7 的证明 设 D = {之丨 | z | < 1}，记 f ( z ) = xo -\- g { z ), 这里 p (0) = 0. 

Oi ^ l |. 这里 

由于0 e g ( D ), 因此条件[叫=1可以换为 Dai 彡 1. 

1=1 1=1 

证明的方法是假定/(0)是复端点，然后通过证明假如5不是0的话，则可以 
找到非零元素 w eco g { D ), 使得对 | z | < r # 0,有 to e 55 g { D ), 从而证明 g 是 0. 
根据引理10.1.1，有 || a：o + ^ ru ;|| = 1对所有 ㈤ < 1成立，但这与/⑼=卻是 X 的 
闭单位球的复端点矛盾. 

oo 

既然 g 是解析函数，因此,对任意|2：| < 1，有 Ci e X ， 使得 〆 2：) = CjZ 1 . 假定 

Ci 0 是夕⑷的第一个非零系数.令忉1，忉2,…，斯 0 是单位的《0 次根. 对于卜 I < 1， 
有 

1 { ° • r _ i _ 

— ^g(z^) = Ci 0 z + c 2 io z 2 + = g 0 (z). 


(n n 

则而 f(D) =x 0 -hco g(D), 并且面 g(D) = < ^ aig(zi) | 〜彡 0 , [ 

li=l i=l 


为了简明，对于 H < 1 ， 记 go(z) = 函数如是解析函数，并且对 z e D ， 

i=l 

有 go{z) 6 CO p ( D ), 故 55 g 0 (D) C co g(D). 

因此，如果能证明对充分小的有 € co g 0 (D), 那么定理 10.1.7 的证明 
就完成了. 

对于给定的 n , 像引理 10.1.2 —样选取^,22,••- 则对于 M < 1^，有 


^9 o { zi ) 


b ^ z + 

m=n+l 



左边属于 CO go ( D ), 并且与 6 lZ 相差模小于等于 

OO 

E \ h m \\ zM \ m . 

m=n+l 
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既然 〆4 的级数展开式在 |z| < 1 绝对收敛，因此 g 0 (z) 的级数展开式在间 < 1 
也绝对收敛，从而对所有的 N < ^，有 

OO 

lim Y" |6 m ||M^| m = 0. 

n ― >oo « 

m=n+l 

因此.对于 |z| < 去，有 hz e 55 go(D). 所以，定理 10.1.7 得证 . ■ 

10.1.4 复严格凸空间的乘积空间 

对于 Banach 空间 X 和 V ， Istra^escu 考虑了它们的乘积空间 X x Y 的复 
凸性 . 

定理 10.1.8M 若X和 Y 都是复严格凸的，则乘积空间 XxY 在范数 

\\(x,y)\\ = (\\x\\ 2 + \\y\\^ 


下也是复严格凸的. 

证明 设 Mx, 丨， ] k 为 X 和 y 的半内积，则 X x F 可以定义半内积为 
[ix,y), (x,y)] = [x,x\ + [y,y\. 


^{u,v)EXxY , 使得 

(1) ||u + zu|| = 1, \z\ ^ 1, 

⑺ IM 卜1， 

(3) [v, u] = 0. 

设 ？ i = (xo,yo),v = (;r ， 2 /) ， 贝 ! J 

i = w 2 + w ¥ 

=[a ；0 + zx, x 0 ] + [t /0 + zy, 2/o] 

< ||a；o + zx\\ ||a ； o|| + \\y 0 + zy\\ ||y 0 || 

< {\\x 0 + zx\\ 2 + ||?/o + 冲 || 2 )4(||0：。|| 2 + ||y 0 )|| 2 )^ 


故 


1 < \\x 0 + zx\\ ||x 0 || + ||?/0 + zy\\ ||y 0 || 

《 (||a：o + ^|| 2 + || 2 /o +^|| 2 )5(lko|| 2 + ||yo)|| 2 )5 = 1. 
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由关于 Holder 不等式的著名定理可知，存在常数 fc , 使得 

||a；o + zx \\ = *||x 0 ||, 


llyo + zy \\ = fc||yo||- 


由 || U +^|| = 1 可得 fc = 1，既然 X 和 F 都是复严格凸的，因此， 
所以命题成立 . _ 


， IMI 



Jamison , Loomis 和 Rousseau 在1985年证明了下面的结果网. 

定理 10.1.9 间 h { X n ) 是复严格凸的当且仅当每个都是复严格凸的. 


10.2 复光滑 


Istrfitescu 在 1979 年考虑了复光滑性，他给出了下面的 概念叫 
设 a ; 是复 Banach 空间 X 的一个点，若/ e X*,g G ^*,||/|| = 1,并且 
|/( x ) + zg ( x )\ < 1对任意| 2 ：| < 1成立时，有3 = 0，则称 z 是^"的复光滑点.若任 
意 : r e X 都是 X 的光滑点，则称 X 是复光滑的. 


Istratiescu 证明了按照他的复光滑定义，若 X * 是复光滑的则 X 是复严格 
凸的间. 

Zhao Huanguang 在1986年指出1 13 1，按照上面定义的复光滑性是没有意义的. 
实际上，设 X 是任意维数大于1的复 Banach 空间，则对于任意 x e Sx , 存在 
/ e A "*， ll/ll = 1，使得 /⑷ =1. 由于 dimX < 2,故有 s e x *, y | = 1, 使得 
g(x) = 0, 故 \f(x) + zg{x)\ < 1 对任意 |z| < 1 成立，因而 ， a: 不是复光滑点.所以， 
X 的单位球面上的点都不是复光滑点. 

容易验证， xeS x 是光滑点当且仅当对于任意/ e D(x) = {/ e X * I f(x)= 
1,||/|| = 1}，/ 都是 X * 的闭单位球的端点.类似地 ， Zhao Huan Guang 给出了复光 
滑的新定义 1 13 1. 

定义 10.2.1 1 13 】 设 X 是复赋范空间 ，： r e 知，若任意/ e D{x) = {/ e 
X* I f(x) = 1,11/11 = 1}，/ 都是 X * 的闭单位球的端点，则称 re 为 X 的复光滑点. 
如果 任意; ceSx 都是 X 的复光滑点，那么就称； S ： 是复光滑的 （complex smooth ). 

容易验证，由于端点一定是复端点，故光滑点一定是复光滑点 . c 0 = {( a ； i ) I Xi e 
C , lim | a ； i | = 0} 在范数 ||; r || = sup | xj | 下不是光滑的，但 Co 是复光 滑的. 

i ― >oo 

Zhao Huanguang 还证明了复严格凸和复光滑是共辄概念. 

定理 10.2.1 [ 13 】 设 X 是复 Banach 空间，则 
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(1) 若；是复严格凸的，则 x 是复光滑的. 

(2) 若 X * 是复光滑的 ，则义 是复严格凸的. 

证明 （1) 若 X * 是复严格凸的，则对于任意 xes x ' 有 f e D ( x ) 是；的闭 
单位球的复端点.由复光滑的定义，容易知道 z 是复光滑点，因此， X 是复光滑的. 
⑵若 X 不是复严格凸的，则存在 xeSxdeXj - o , 使得 

\\ x -\- zy \\ < 1, |^| ^ 1, 


故 


|| x ** + ^**||< l , |杉 1， 

这里 X** = x G X**,y** = y£ X*\ 

由 Hahn - Banach 定理，有 / e 知 •， 使得/ ㈤ =1，因此，/不是 X * 的复光滑 
点，所以， X * 是复光滑的 ，X —定是复严格凸的. ■ 

Zhao Huanguang 还得到了下面的一些结果. 

命题 10.2.1 【 13 】 设 X 是复 Banach 空间，若 X 的每个两维复子空间都是复 
光滑的，则 X —定是复光滑的. 

证明若 X 不是复光滑的，则存在 x 6 S x ,f G D ( x),g e X*,g ^ 0, 使得 
11 / + zg \\ < 1 对所有 | z | 彡 1 成立.容易验证 f 与 g 不是线性相关的，因此， f 与 g 
的零空间是不相同的，因而存在 y & X ,使得 f ( y ) = 0,但 g ( j /) # 0,故 a ; 与 y 是线 
性无关的.令 M = spanfx ,?/}, 则 M 是 X 的两维子空间，并且 M 不是复光滑的， 
所以，命题得证. ■ 


Istra ^ escu 在 [5] 提出下面问题： 

若 X * 是复严格凸的，则 X —定是复光滑的吗？ 

由于 co 不是复光滑的，但 G 是复严格凸的，故 X * 是复严格凸的时，则 X 不 
一定是复光滑的 


IstrStescu V 和 Istra^escu I 在⑷提出下面问题： 

(1) X 的每个两维商空间复严格凸时 ，X —定是复严格凸的吗？ 

(2) X * 是复严格凸的当且仅当 X 的每个两维商空间都是复严格凸的吗？ 

对于 M g X *， 记 Ml = { a ； e X I f(x) = 0对任意 / e M}, 对于 N q X ，记 

#丄 = {/ e X * I f(x) = o 对任意 a ： e iv }. 

Zhao Huanguang 得到了下面的结论. 

命题 10. 2 .21 13 】 设 X 是自反的复 Banach 空间，若 X 的每个两维商空间都 
是复严格凸的，则 X —定是复严格凸的. 
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Li Yongjin 在 1992 回答了上面的问题 （1) 【9】 . 

命题 10.2.3 问 设； S ： 是复 Banach 空间 ，若； C 的每个两维商空间都是复严 

格凸的，则；>!： 一定是复严格凸的. 

证明 若 X 不是复严格凸的，则 X * 不是复光滑的，因此，存在 X * 的复两 
维子空间 7 V 不是复光滑的.由 (X/N ± )* S iVf = iV 可知， (X/N ± y 不是复光滑 
的，由于 X/N x 是两维的，故 X/N ± 是自反的，因而由 [XID* 不是复光滑的可 
知 X/N ± 不是复严格凸的.所以，命题得证._ 

对于上面 W 的问题 （2 )， Zhao Huanguang 已经指出，该问题的答案是否定的 [131 . 
Li Yongjin 指出该问题的提法是不好的，实际上，有下面的结论成立 [ 9 ]. 

命题 10.2.4 ⑼ 复 Banach 空间 X * 是复严格凸的充要条件为 X 的每个两 
维商空间都是复光滑的. 

证明要用到下面明显成立的引理. 

引理10 . 2 .1[ 9 ]复 Banach 空间 X * 是复严格凸的充要条件为 X 的每个两维 
子空间都是复严格凸的. 

命题 10.2.4 的证明若 X * 是复严格凸的，则对 X 的每个两维商空间 X/M, 
有 （ X / M ) S M 丄，由于 M 丄是 X * 的子空间，故 M 丄是复严格凸的，因而 [X/MY 
也是复严格凸的，所以， X / M 是复光滑的. 

反过来，假设 X * 不是复严格凸的，则有上面引理 10.2.1 可知，存在两维子空 
间 iV 不是复严格凸的，故由 {X/N ± )* ^ N 可知 {X/N ± )* 不是复严格凸的.由 TV 
是两维的可知 [ X / Nx )* 也是两维的，因此， (X/N^y 是自反的，因而， X/N ± 也是 
自反的，故 X/N ± 不是复光滑的，所以，命题得证. ■ 

推论10 . 2 .1问 设 X 是复 Banach 空间，则 X 的每个两维商空间是复光滑 
为久 是复光滑的充分条件. 

10.3 复严格凸与再赋范 

Istr 奶 escu 在 1979 年讨论了复 Banach 空间赋以等价的复严格凸范数的问题 [ 5 1. 

定理 10.3.1[ 5 】 复 Banach 空间 X 具有等价的复严格凸范数当且仅当存在 
复严格凸的 Banach 空间 F 和-对应的线性连续算子 T : X -^ Y . 

定理 10.3.2 问 设复 Banach 空间 X 具有等价的复严格凸范数，并且具有另 
一个 X * 的复严格凸的共扼范数，则存在 X 的一个新的等价范数，使得 X 和 X * 
都是复严格凸的. 

Day 在 1955 年给出了第一个没有等价的严格凸或光滑范数的例子 ⑴， Istr 辦 escu 
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在1979年证明了 Day 给出的例子可以用来作为没有等价的复严格凸范数的例子. 


设/是不可数的指标集， m (7) 为所有 I 上的有界复值函数，范数为3：的最小 
上界，即 N 卜1咖^|蚱)|，7^ 0 (/)为 m ⑺中除了一个可数集不为零的复函数全体. 
命题 10.3.1 问 m 0 { I ) 没有等价的复严格凸的等价范数. 

证明设 [/是 m 0 ( I ) 的单位球面， Hi 是 m 0 (7) 的一个新的等价范数.不失 
一般性，不妨设对于任意 : E £ m 0 ( J ), 有 

bill ^ Ikll < fcNU 

对某个 fc 彡1成立 . a : e mo (/),|| a ：|| = 1, [/由 a ; 决定的面 F x 为所有 yeU , 对任意 
x ( i ) # 0,有 y ( i ) = ar ( i ) 的 2 / 全体. 

定义 


M x = sup {|| y || I ,y e F x } 


和 


m x = inf {|| y || | 6 F x }. 

Day 已经证明 M x + m x ^ 2|| x ||, 并且构造了一个序列 { x n }. 利用这个序列 { x „}, 
可以按下面的方式定义一个属于 m 0 (/) 的点 a ：: 

若有某个 n , 使得 x n ( i ) / 0,则令 a ;( i ) = x n ( i )-, 若所有的 x n ( i ) = 0,则令 
x { i ) = 0. 在半径为|卜||的球面上，存在2/，使得 \\x + ny \\ < 1,既然; r 的构造只与 
一个可数集有关，故 a : e m 0 (/), 并且 x 不是复端点，所以，命题成立. ■ 

10.4 复一致凸性 

在1975年， Globevnik 引入了比复严格凸强的复一致凸的概念，它是（实）一 
致凸的推广[ 2 】. 

定义 10.4.1 间 设；是复赋范空间，若对于任意 e > 0,存在 <5 = <5⑷ > 0,使 
得 x，y e X ，并且对所有 ㈤ < 1，有 || o : + ZJ / H 彡1，并且 " y " > e 时，有< 1 - <5, 
则称 X 是复一致 A 的 (complex unifromly convex 或 uniformly c - convex ). 

容易验证，在上面定义中，如将 | z | < 1换成 2 e 时，与复一致 

凸的是等价的.明显的，若复 Banach 空间 X 是复一致凸的，则 X —定是复严格 
凸的. 

Thorp 和 Whitley 在 1967年证明了 Li (5, E ,/ i ) 是复严格凸的 ! 12 】. Globevnik 
推进了该结果，证明了 是复一致凸的.实际上，他证明了下面的定理. 
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定理 10.4.1 1 2 〗 若6 > 0, a;，y e Li(S, S , / z ), 满足 = 1, || x ± ij /|| < 1 + <5， 则 
|| y ||<< j 5(4 + 2 (l + 2< y )5). 

对于给定的 彡。 ，令叫⑷ = sup {|| y || I x,y £ X, || a : + zy\\ < 1 + 5, | z | 彡 1}， 则 
可以用复一致凸性给出解析函数的一个刻画. 

定理 10.4.2 I 2 】 设 X 是复 Banach 空间，/ : £) —义是解析函数，并对于任 

意 kl < 1，有 _|| < 1，則 

_ - / ⑼ II < 吣 (1 - _||) (kK 1). 

证明设 u 是 X 上的范数为1的线性连续泛函，则 \ u ( f ( z ))\ < 1对任意 
kl < 1 成立.既然 Z ^ u ( f ( z )) 在 M 彡1上是解析函数，因此由 Harris 的引理， 
可得 

W/ ⑼ )1 + (1 - kl) 卜 (/(z)) 2M u(/(0))l (kl < 1 ，" o). 

^s = i -\\ f ( 0 )\\, wes x , 满足 "«；-/_ = <? ，则 

ll^ + A(l- N) (/(2) ~| /(0)) || ^1 + S (\z\ ^1,^0,|AK1). 

2 \ z \ 

由％的定义可知需要证明的结论成立. ■ 

设 X 是复 Banach 空间 ， f : D —> X 是解析函数， Thorp 和 Whitley 证明了 

11 /(0)11 = 1时，有/是常数的充要条件为 X 是复严格凸的，在这里，容易知道 X 

是复一致凸的当且仅当 lim Wc ( J ) = 0, 故有下面结论成立. 

s\o 

推论 10.4.1 [ 2 】 设 X 是复 Banach 空间， f •_ D — X 是解析函数，对于任意 
卜 K hz^O, ||/(0)|| — 1 时，有/⑷—/⑼的充要条件为 X 是复一致凸的. 

10.5 复强端点 

Hu Zhibao 和 Mupasiri 在1996年引入了复强端点的概念，并讨论了它们的 
性质[ 3 】. 

定义 10.5.1 [ 3 】 设 X 是复 Banach 空间， rr € B x , 若对于任意 e > 0, 存在 
S = S ( e ) > 0, 使得 y e X , 并且对所有 卜|彡1, 有 ||rc + 彡1 + J 时，有||?/|| < £：， 
则称: r 是闭单位球 Bx 的复强端点 (complex strongly extreme point ). 

为了讨论复强端点的性质，对于 ： r e 定义下面的几个 函数： 
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lo ^( x ,5) = sup {|| y || I y & X , ||x + zy \\ <1 + (5, 任意 | z | < 1}， 

H ^{ x , e ) = inf { sup{||i + e ifl y || | 0 < 5 < 2 tt } - 1 | || y || ^ e }, 

Hp ( x , e ) = inf | ^ \\x + e i 0 y\\ p ^j - 1 | ||?/|| ^ ej . 

容易验证，对于任意0 < p < oo , 有 H ^{ x , e ) ^ ( x , e ) 对每个 x e X 成立， 

Hu Zhibao 和 Mupasiri 在 1996 年得到了复强端点的刻画. 

定理 10.5.1 〖 3 】 设 X 是复 Banach 空间 ， z € 5^，则下列条件 等价： 

(1) x 是闭单位球的复强端点 • 

(2) 若 J/n e X ，满足 || x +3/ n || -» 1, |卜-2/„|| — 1， || x + iy „|| — » 1,并且 || x - iy n || 

1，则 2 /n —► 0. 

(3) lim u ^( x , S ) = 0. 

a—o+ c 

(4) 对于任意 e > 0,有 H ^( x , e ) > 0. 

(5) 对于任意 0 < p < oo 和任意 e > 0, 有 Hp { x , e ) > 0. 

Hu Zhibao 和 Mupasiri 在 1996 年还得到了； C 的复强端点与 L P {^, X ) 的复强 
端点的联系. 

定理 10.5.2[ 3 )设1 < 00 , 是完备的正测度空间，则复 Banach 

空间的单位球面上的每个点都是的复强端点当且仅当 L p ( ji ， X ) 的单位球面上 
的每个点都是的复强端点. 

Istrfitescu 在1984出版的书中，也考虑了复一致凸、复一致光滑和复强端点等 
相关问题 [7 】. 


David Milman 于 1912 出生于乌克兰 Vinitza 附近的 Chichelnik , 他在 Heder 开 
始接受教育，直到 14 岁，他在学习希伯来语的同时，还去乌克兰的化学学院学习，在 
那里认识了 Israel Gelfand , 并对数学产生了兴趣.在 1犯9 年，他家搬去乌克兰南部 
的 Odessa , 有一次，他碰巧看到流行周刊杂志 Ogonyok 上面的费马大定理 （ Fermat’s 
Last Theorem ), 不久后，他碰到 Odessa 州立大学的数学教授 Ivan Timchenko , Ivan 
Timchenko 在 David Milman 的费马大定理的“证明”中找到了 一个错误，并建议 
David Milman 应该申请大学. Milman 在一个月后 （1931 年）被 Odessa 州立大学接 
受为数学二年级的学生，他于 1934 年 毕业. 1937 年，他成为了 M _ G . Krein 的研究 
生，并于 1939 获得博士学位.这时正是泛函分析繁荣的年代， M . G . Krein 主持前 
苏联的第一个泛函分析讨论班， Milman 是参加者之一，讨论班从 Banach 空间几何 
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和算子理论开始，直到力学和工程以及它们的应用. 

Brodskii-Millman 定理是指：设是具有正规结构的 Banach 空间的一个弱 
紧凸集，则存在 peK , 使得对于所有 从尺到 K 的等距同构， p 都是不动点.证明 
这个定理时， Milman 和 Brodskii 在黑海海岸的 Odessa 郊区乡村别 S 度暑假，每天 
早上 Milman 都会带着他的新想法去找 Brodskii , 他们一起讨论证明是否正确，这 
个过程持续了 29 天，直到第 30 天，证明终于通过了.在 1938 年， Milman 和 Nemo 
Tsudikova 结婚，他们有 3 个儿子，都是数学家. Milman 在 1974 年移居以色列，并 
马上得到了特拉维夫大学的教授职位. Milman 发表的第一篇论文是关于 Banach 
空间的自反性的，他证明了一致凸的 Banach 空间是自反的，这个结果是 Milman 在 
1938 年和 Pettis 在 1939 独立证明的，被称为 Milman-Pettis 定理.在 1940 年，他 
和 M . G . Krein 发表的著名的 Krein-Milman 定理： 共扼空间的任意有界正则凸子 
集是它的端点的正则凸包.这个定理以属于 Bourbaki 的形式进入了所有的泛函分 
析教 科书， 这就是局部凸空间的紧凸集是它的端点的闭凸包. Milman 还和 Brodskii 
一起引入正规结构 （normal structure ) 的概念，并讨论了具有正规结构的凸集的不 
动点性质. 

Milman 喜欢简单、具有一般性和有深刻意义的结果，他将很多时间都贡献给 
教育，他还富有同情心，总对那些有需要的人给予帮助. 
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半内积 （ semi-inner product), 150 
不动点性质 （fixed point property), 110 
C 

超不动点性质 (super fixed point 
property), 120 

超自反的 （ superreflexive ) ， 47 

Chebyshev 集 (Chebyshev set), 71 
粗范数 (rough norm), 95 

D 

端点 (extreme point), 2 
端算子 (extreme operator), 9 

F 

范数最小元 （element of smallest norm), 47 
非扩张映射 (non-expansive mapping), 49 
复端点 (complex extreme point), 149 
复光滑的 （complex smooth), 156 

复强端点 (complex strongly extreme 
point), 160 

复 一 '致 凸的 (complex unifromly convex, 

uniformly c-convex), 159 

复严格凸的 （complex strictly convex )， 150 
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共轭粗性质 (dual rough property), 97 
共辄强粗性质 (dual rough property), 101 


光滑点 (smooth point), 17 
光滑性模 (modulus of smoothness), 52 

H 

好端点 (good extreme point), 111 
好算子 (nice operator), 9 

J 

极端粗范数 (extremely rough norm), 99 

接近光滑的 (nearly smooth), 132 

接近严格凸的 （nearly strictly convex), 132 

接近一致凸的 (nearly uniformly 
convex), 125 

接近一 ■ 致光滑的 (nearly uniformly 
smooth), 126 

接近一致光滑性模 (modulus of nearly 
uniformly smoothness), 126 

解析的 (analytic), 152 

局部接近一致光滑的 (locally nearly 
uniformly smooth), 131 

局部接近一致凸的 (locally nearly uniformly 
convex), 130 

局部凸性模 (modulus of local 
convexity), 68 

局部一致凸的 (local uniformly convex), 64 

局部一致无折痕的 （locally uniformly 
noncreasy), 113 
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可凹点 （denting point), 75 
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M 

美端点 (nice extreme point), 111 

P 

平的 (even), 102 

Q 

嵌套球序列 (nested sequence of ball), 29 
全纯的 （ holomorphic), 152 
切片 (slice), 107 

R 

弱接近光滑的 (weakly nearly smooth), 133 
弱接近严格凸的 （weakly nearly strictly 
convex), 133 

弱局部 一 致凸的 （weak local uniformly 
convex), 73 

弱 * 共扼强粗性质 （weak * dual strong 
rough), 101 

弱 * 局部一致凸的 （ weak* local uniformly 
convex), 74 

弱 * 共辄粗性质 （weak * dual rough 
property), 97 

弱 * 无折痕的 （weak * noncreasy), 113 

弱中点局部 一 致凸的 （weak midpoint locally 
uniformly convex), 73 
r - 一 致无折痕的 （ r-uniformly noncreasy), 
115 

S 

水滴性质 (drop property), 115 
强粗范数 (strongly rough norm), 99 

强端点 (strongly extreme point), 71 

强光滑的 (strongly smooth), 79 


强平的 (strogly even), 103 
强凸的 (strongly convex), 82 

T 

凸包 （convex hull), 2 

凸集 (convex set), 1 

凸性模 （modulus of convexity), 44 

W 

无折痕的 （ noncreasy), 111 

Y 

一 致 可微的 （uniformly Frechet 

differentiable) ， 55 

— ^ 光滑的 （uniformly smooth), 50 
一 致 Kadec-Klee 性质 (uniformly Kadec-Klee 
property), 124 

一 致凸的 (uniformly convex), 42 

—致无折痕的 （uniformly noncreasy), 108 
圆点 (rotund point), 26 
严格凸的 (strictly convex), 10 
有点 一 致无折痕的 (somewhat uniformly 
noncreasy), 120 

Z 

折痕的 (creasy), 111 
整函数 (entire function), 152 
正规结构 (normal structure), 49 
支撑映射 (support mapping), 55 
中点局部一致凸的 （midpoint local uniformly 
convex), 69 

中点凸集 （midpoint convex set), 1 
最大模原理 (maximum modulus 
principle), 152 
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最佳逼近元 (element of the best 
approximation), 13 

其他 

Prechet 可微的 (Frechet differentiable), 79 
Gateaux 导数 (Gateaux derivative), 18 

Kadec 性质 (Kadec property), 69 
Kadec-Klee 性质 （ Kadec-Klee 
property), 69 

A;- 端点 （ fc-extreme point), 34 
k- 光滑点 (fc-smooth point), 38 
Krein-Milman 性质 (Krein-Milman 


property), 4 

/c- 圆点 (/c-round point), 35 
A:- 严格凸 （ A:-strictly convex), 33 

Lipschitz 函数 (Lipschitz function), 10 

Minkowski 泛函 （Minkowski functional), 5 

p ■ 平均局部一致凸的 (p-average local 
uniformly convex), 74 

p 一致凸的 (p-uniformly convex), 56 
p 一致光滑的 （ p-uniformly smooth), 56 
Radon-Riesz 性质 （ Radon-Riesz 
property), 48 
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